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22 Gibbs Phenomenon 
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�½Z°»Y�,{�Y|¿�{ÂmÁ�Ê´f�ÂÌaZ¿��Z¬¿��{�ªf�»�Ä¯�ÊËZn¿M��Y
®mÂ»��Y�Ã{Z¨f�YHaar���/u�ÉY�/]�,½M�Ê´f�ÂÌaZ¿�d¸��Ä]�¶

{�Y|¿�{ÂmÁ�ºÌ¬f�»�c�Â�]�¶Ì�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z »����¶/u�ÉY�]
�{�Y{�{Â/////mÁ�Ê/////¸¯�¶/////u�ÃY��Á{�¶°/////�»�¾/////ËY�  

®mÂ»�½{�¯��YÂ¼Å�Haar�½Á�{��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�Ä¯�Ê]ZË
Cattani[�|��ÄWY�Y�������\/mÂ»�c|/��Ä/]��Z/¯�¾ËY

�������ÉZ/ËY�»�¾Ë�/f¼Æ»��Y�Ê/°Ë��/«YÁ��{�Á�Ã|/���Z/¯�Ê³|ÌrÌa
�Z¯�Ê³{Z��ÊÀ Ë�{�]�Ê»�¾Ì]��Y�Y��½M�Z]� 

�Á������/�Âe�Ä/¯�Ê·Y�´f¿YChen��ÁHsiao�
Ê¨¸fz»�¾Ì¬¬v»���Âe�Á�|��Ê§� »����Y�/«�ÄmÂe�{�Â»

¾ËY��Y������|/��|/ÀÅYÂy�¶/Ì¸ve�¶WZ�»�ªË����
�Ä//·{Z »�®//Ë�Ä//¯�d//�Y�½M�®//ÌÀ°e�¾//ËY�Ê�É

Ä·{Z »�®Ë�Ä]�¶Ì�¿Y�¨Ë��É�/^m�Ê�Ë�eZ»�É���¶/u�Á�¶Ë|/^e

��������,®/mÂ»�¾/ËY��Y�Ã{Z¨f/�Y�Z/]�¶Ì/�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z/ »�¶u��{
Hsiao�[3]Äf�¿YÂe��d/�|]�Z/]�|¿Y���Ë�eZ/»�½{�ÁM

�ÊeZÌ¸¼���Ë�eZ»��Haar���Ä/^e�»�ÉY�]��ÉZ/Å
��¶Ì/�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z »�¶u�ÉY�]�Ê»Â¼��¶u�ÃY��®Ë

�Y|¬»��ËY���Z]�Ê·Â¼ »��µ|/»��{�½M��Y�Á�|ÀÀ¯�ÄWY�Y�É��»-

����|/ÀÀ¯�Ã{Z¨f/�Y�Ê°Ì»Z/ÀË{�ºf/�Ì��®Ë�É�Z�������Z/�Y��/]
Lepik�[3]�{Z¨f�Y�Z]��Y�Ã�Á���Ã|��Ê§� »

Chen��ÁHsiao�ÃÂÌ//��Äf//�¿YÂe�,��¶//u�ÉY�//]�ÉY
Ê�y�Ì£�¶Ì�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z »���|À¯�ÄWY�Y�  
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½Y�ËY�©�]�Ê�|ÀÆ»�ÊËÂn�¿Y{��¿Y�¨À¯�¾Ì¼Å{�Ì� 
��|»�dÌ]�e�ÃZ´�¿Y{�ˬ��-������ÂË�Æ�����

����������� 

�

��]YÂe�\Ë�¬en -�É| ]�� 

ÄËZa��]YÂe�½{�ÁM�d�|]�ÉY�]��{�®mÂ»�Én-�Ê/»�,| ]��½YÂ/e
��Ä/ËZa�ÉZ/Å�®mÂ»�[��¸�Zu��Y�Y��ÄËZ��®/Ë�É

[4]�� 

ሻܠ௝ሺܓ߰ ൌ �ς ܽ௫೔ǡ௝ିభమ ߰ቆ௫೔ି௕௔ೣ೔௡௜ୀଵ
x��Ák���Y{�//]n-|Àf//�Å�É|// ]����//«YÁ��{ ܓ��Áܠ ൌ ሺ݇ଵǡ ǥ ǡ ݇௡ሻ���Ä//nÌf¿��{�Á ܾ௞ ൌ ሺܾ௞భ ǡ ǥ����Á�½Z//°»�ÉZ//Å��f»Y�Z//a
��{�®mÂ»��ZÌ¬»n��É�Ä^e�»��{�Á�| ]j���|Àf/�Å�d/«{�¹Y��

ËY�Ê³|ÌrÌa�d¸��Ä]�,|���¯~f»�|ËZ]�{Zn���Y��Ì/]��{�Ã|���
�ÉÓZ//]��Y�ÓÂ//¼ »�¶//¼���{�,½M�ÊeZ^//�Zv»

��Y��f�Ì]�{Z ]��Ê¼¿�Ã{Z¨f�Y�| ]{Â�����Ä/f^·Y
�\Ë�¬e�d«{�Ä]�Y��dË{Á|v»�¾ËY�½YÂe�Ê»j-�{�/¯�¶¬fÀ»�¹Y��

������]Z/e�ºÌ/À¯���/§��³Y��«YÁ��{ݑሺܠሻ��Ã{Á|/v»�ÉÁ��Éȍ�
�d«{�,|�Z]j=0�¾ÌËZa��{�d«{�¾Ë�e�\/Ë�¬e,���{

d//�Y��Â¯~//»��]Z//e�É��YÁ��{dË{Á|//v»��//«�ÉZ//Å
Ä//�§Zu�Á�ÊeZ^//�Zv»Ä//^e�»�,ÉY�{Á|//v»�Y���]Z//e�\//Ë�¬e�É
���]Ze�¾Ë�]ZÀ]ݑሺܠሻ�Ê»�Y��Ê�Zy�d«{�Ze��¬§�½YÂe
{��\Ë�¬e����{�\Ë�¬e�ÉY�]�Y~·n-Ä�Â¼n»�,| ]�É ܼ�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁ�Ê»���]Z/e�½YÂen-��É|/ ]

{��\Ë�¬e�c�Â��¾ËY�Ä]�Y���  ݑ௃ሺܠሻ ൌ σ σ ௓ಈ௃௝ୀ଴אሻ௞ݔ௝ሺܓ௝߰ܓܿ ���

¶Ì�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z�Ê·Â¼ »�����Y�Ã{Z¨f/�Y�Z/]
Haar 

�Z]�Ê¨¸fz»�É{|��ÉZÅ®mÂ»��Y�Ã{Z¨f�Y�ÉY�]�ZÅ��¶/u
�¶Ì/�¿Y�¨Ë{�c���Ã|/��Ä/WY�Y�d/�Y�����Á��¾/ËY��/j¯Y�,Z/Å�

�Á��ÉÁ��É�Z//���¶//u�ÉY�//]�{Â//mÂ»�É{|//��ÉZ//Å
����®/mÂ»�É�Â/Xe��Y�Ã{Z¨f/�Y�Z]�¶Ì�¿Y�d/�Y����Y

Galerkin��½Z/¼»��Á��ZË���,Collocation 

�Y�mY��Á���Ä¸¼m��Y�ÊËZÅ��Á��É�Z��ÄÀÌÆ]�Á
����É��/»�LY�mY�¶WZ�»�ZË�BEM������Ä/¯
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�Á��{Ây���Ã|/��ÄfyZÀ/��É{|/��ÉZÅ
ÄÀÌÆ]�®mÂ»�É�ÂXe

�Á�ZÅ�[YÂm�É�Z��ÄÀÌÆ]�ÉY�]
[YÂm�Ä]�½|Ì���Ä]�½|Ì�z]

Ã|��s��»Ê³|ÌrÌa�,|¿Y
e�¹|��h�Z]��Y�]Y�¾ËY��Y�Ã{Z¨f�Y�Ä]�¶ËZ¼

d�Y�Ã|��{ÂmÂ»
Ã{Z��½YÂÀ��Ä]��Ê/»�{Â/mÂ»�®mÂ»�¾Ë�e

|¿Z��]�{Ây��Y|¬»�¶«Y|u�Ä]�Y��Ê³|ÌrÌa

�½Z°»Y�,{�Y|¿�{ÂmÁ�Ê´f�ÂÌaZ¿��Z¬¿��{�ªf�»�Ä¯�ÊËZn¿M��Y
®mÂ»��Y�Ã{Z¨f�Y

{�Y|¿�{ÂmÁ�ºÌ¬f�»�c�Â�]�¶Ì�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z »
�{�Y{�{Â/////mÁ�Ê/////¸¯�¶/////u�ÃY��Á{�¶°/////�»�¾/////ËY

¦·Y�®mÂ»�½{�¯��YÂ¼Å
���ÂeCattani[6]

�������ÉZ/ËY�»�¾Ë�/f¼Æ»��Y�Ê/°Ë��/«YÁ��{�Á�Ã|/���Z/¯�Ê³|ÌrÌa
®mÂ»Haar��Z¯�Ê³{Z��ÊÀ Ë

[��Y�Ã{Z¨f�Y��Á�
[7]�Ê¨¸fz»�¾Ì¬¬v»���Âe�Á�|��Ê§� »

d§�³���ZnÀËYÌ¿¾ËY��Y��
Ã|//ËY¸//�Y�É�Ä//·{Z »�®//Ë�Ä//¯�d//�Y�½M�®//ÌÀ°e�¾//ËY�Ê

{Ä·{Z »�®Ë�Ä]�¶Ì�¿Y�¨Ë
Ê»{Â��  

���������,®/mÂ»�¾/ËY��Y�Ã{Z¨f/�Y�Z/]�¶Ì/�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z/ »�¶u��{
Chen��ÁHsiao

Ê^ËY���ÉZÅ���ÊeZÌ¸¼���Ë�eZ»
�,¦¸fz»��¶Ì/�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z »�¶u�ÉY�]�Ê»Â¼��¶u�ÃY��®Ë

�Y|¬»��ËY���Z]�Ê·Â¼ »
����|/ÀÀ¯�Ã{Z¨f/�Y�Ê°Ì»Z/ÀË{�ºf/�Ì��®Ë�É�Z�

®mÂ»Haar�,Lepik

��//�ÂeChen

Ê�y�Ì£�¶Ì�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z »

  

� - ��]YÂe�\Ë�¬e
ÄËZa��]YÂe�½{�ÁM�d�|]�ÉY�]

®mÂ»a�ÉZÅ��Ä/ËZa�ÉZ/Å�®mÂ»�[��¸�Zu��Y�Y��ÄËZ
{�ÁM�d�|]�É| ][4]

ቆ ௕ೖ೔ೕ೔ǡೕ ቇ ��������  

�,ÓZ//]�c�Z//^���{xൌ ሺݔଵǡ ǥ ǡ ௡ሻܽ௫೔ǡ௝��Áǥݔ ǡ ܾ௞೙ሻ
��{�®mÂ»��ZÌ¬»

ËY�Ê³|ÌrÌa�d¸��Ä]�,|���¯~f»�|ËZ]
Ä//ÀË�Å�Á�|// ]�É�ÉÓZ//]

Y�Z]�ÉZÅ�®mÂ»��Y��f�Ì]�{Z ]
�\Ë�¬e�d«{�Ä]�Y��dË{Á|v»�¾ËY�½YÂe�Ê»

������]Z/e�ºÌ/À¯���/§��³Y��«YÁ��{
Ã|��¦Ë� e�d«{�,|�Z]
Ä^//�Zv»d//�Y��Â¯~//»��]Z//e�É

Ä//�§Zu�Á�ÊeZ^//�Zv»
Ã{�¯|¿Y�����]Ze�¾Ë�]ZÀ]
�|À¿Z»j=J�{��\Ë�¬e

n-�tÌv��É| ]ܼஐ �ሻ�{��\Ë�¬e�c�Â��¾ËY�Ä]�Yܠሺݑ

��������  

 

�- »�¶u ¶Ì�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z
�®mÂ»Haar

�Á��Z]�Ê¨¸fz»�É{|��ÉZÅ
Ó{Z »�¶Ì/�¿Y�¨Ë{�c
//ÀÌÆ]Ä�Á��ÉÁ��É�Z//�

�¨Ë{�cÓ{Z »����®/mÂ»�É�Â/Xe��Y�Ã{Z¨f/�Y�Z]�¶Ì�¿Y
Ä¸¼m���Á�Galerkin

Points [5]��Y�mY��Á���Ä¸¼m��Y�ÊËZÅ��Á��É�Z��ÄÀÌÆ]�Á
�{Á|v»�FEM����

        



 
 
 
 
 
 

 
 
 

଼ܪ ൌ
ێێۏ
ێێێ
ͳۍێ ͳ ͳ ͳ ͳ ͳͳ ͳ ͳ ͳ െͳ െͳͳ ͳ െͳ െͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ ͳ ͳͳ െͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ െͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ ͳ െͳͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ
������Ë�eZ/»�Z/]�Ä/�]Y���{�Ä/¯�ÊeZvÌ�Âe�ÉH���Ã�Z/�Y

�Ë�eZ»�,ºË{�¯P�����ÊeZ/Ì¸¼���Ë�eZ/»�½YÂ/À��Ä/]�����Ä/¿Â´ÀËY
��  ሾܲܪሿ௜௟ ൌ ׬ ݄௜ሺݐሻ௧೗଴ ���� ݐ݀

��ÉY�Y{��Ë�eZ/»�¾ËY�Ä¯�d�Y��z�»2M����½Âf/��Á���/�
�Ä]�ÄmÂe�Z]Ä�]Y��É����Ê»�,½YÂe���Ä/Ì·ÁY�Â���¾Ë|Àq

��Ë�eZ»�ÉP���ÉZ/Å��Ë�eZ»�ÉÁ���Y�Y�H���Ê/§� »
{�ÁM�d�|]�Ã|��  

ଶܲ ൌ ͳͶ ቂʹ െͳͳ Ͳ ቃ 
ସܲ ൌ ͳͳ͸ ൦ͺ െͶ െʹ െͶ Ͳ െʹͳ ͳ Ͳͳ െͳ Ͳ

଼ܲ ൌ ͳ͸Ͷ
ێێۏ
ێێێ
ʹ͵ۍێ െͳ͸ െͺ െͺ െͶ െͶͳ͸ Ͳ െͺ ͺ െͶ െͶͶ Ͷ Ͳ Ͳ െͶ ͶͶ െͶ Ͳ Ͳ െͶ Ͷͳ ͳ ʹ Ͳ Ͳ Ͳͳ ͳ െʹ Ͳ Ͳ Ͳͳ െͳ Ͳ ʹ Ͳ Ͳͳ െͳ Ͳ െʹ Ͳ Ͳ

Ä^�Zv»�Ä¯�Ë�eZ»�¾ËY�É�����Z/]�ÉY�/]�Z/ÆÀe�ZÅ
,Ä^�Zv»��Z^°Ë�Z]�Á�d�Y����/Å�ÉY�]�Y��ZÆ¿M�½YÂe�Ê»

��{�/]��Z/°]�ÃYÂz·{�É������Ä^/�Zv»��Z/]��/Å��{��/«YÁ��{�É
Ä^//�Zv»��Ë{Z//¬»��Y�,Ä//·{Z »�[YÂ//mÃ|//��É�ÉY�//]�Ê//¸^«�É

P��ÁH�Ê»�Ã{Z¨f�Y{Â���  

��Ë�eZ/»�¾ËY�cZ^�Zv»��{��f�Ì]�d����½{�ÁM�
Ä�]Y��ªË����Y�d�Y�Ê§Z¯�,���Ë�eZ/»�Ä/]��Ë��Êf�³�Z]�É-

�eÓZ]�É�d§ZË�d�{[7]�  
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�

Chen and Hsiao��CHM� ��ÉY�]
�¶Ì�¿Y�¨Ë{�Ä·{Z »�¶uÊ�y  

����������Ä/ËZa��/]YÂe��Ô/¯�Ê/§� »�ÉY�/]�É
Ä¯|//��Ê//§� »m ��Z//Ì¬»��f»Y�Z//a�����Ë{Z//¬»�Z//] ݉ ൌ ʹ௝ሺ���Ák����Ë{Z/¬»�Z]�µZ¬f¿Y��f»Y�Za

k=0,1,2�.m�d//�Y����Ë|//¿Y�Êe�Â//���{i���//�¿��{
�Ä/°Ë�Â�]�{Â��Äf§�³ i = m+k+1-����ÉY�Y�Ä/]�c�Â/�ÀËY��{

��Y|//¬»�¾Ë�//f¼¯�i=2�Ê//»�|//�Z]�ÉY�Y�Ä//]�Á
i=2M=ʹ௃ା�����/³Y���Y|/¬»i=1�����/§�Y�
�¶//�Zu�¶°//���Z//Ì¬»��]Z//e�Z//]���Z//Àf»

�Ã�Z]��{[0,1]�����¶°/���{�Ã|/��Ã{Y{�½Z/�¿��

eZ^�Zv»�cZÌ¸¼��¹Zn¿Y�����|/ËZ]�,�/�¿�{�Â/»��/]YÂe�ÉÁ��Ê
�É�Z��Äf��³��Z¬¿|¿Â�������Z/Àf»�Ê�Z¬¿�Ä¯�\Ìe�e�¾ËY�Ä]

Collocation Points����Ä/f§�³��/�¿��{

௟ݐ ൌ ݈ െ ͲǤͷʹܯ ǡ ሺ݈ ൌ ͳǡʹ
��\ËY�/���Ë�eZ»��Z¯�¾ËY�Z]ܪሺ݅ǡ ݈ሻ ൌ ሾ݄௜ሺݐ௟ሻሿ�e��¦/Ë� 

{Z ]Y�ÉY�Y{�Ä¯�{Â�ʹ� ൈ ʹ��d�Y�  ܪ௠ൈ௠ ؜ ሾ݄௠ሺݐ଴ሻ�݄௠ሺݐଵሻ��ǥ
�®mÂ»��Y�Ã{Z¨f�Y�ÉY�]��«YÁ��{Haar��É{|��cZÌ¸¼��ÉY�]

|��|ÅYÂy�Ã{Z¨f�Y�½M�\ËY����Ë�eZ»��Y�,½Â³Z¿Â³��¨f�Y�Ã{Z
Ã{Z��ÉY�]�Ê�Ë�eZ»��ZfyZ���Yd�Y�Ä^�Zv»�cZÌ¸¼��É�Z���  ܪଶ ൌ ቂͳ ͳͳ െͳቃ 

ସܪ ൌ ൦ͳ ͳ ͳͳ െͳ Ͳͳ െͳ ͲͲ Ͳ ͳ െ
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ͳ ͳെͳ െͳͲ Ͳെͳ െͳͲ ͲͲ ͲͲ Ͳͳ െͳۑۑے
ۑۑۑ
ېۑ
 

Ä»Y{Y��{������Ë�eZ/»�Z/]�Ä/�]Y���{�Ä/¯�ÊeZvÌ�Âe�É
�Ë�eZ»�,ºË{�¯

�Ê»�¦Ë� e{Â���
���  

��ÉY�Y{��Ë�eZ/»�¾ËY�Ä¯�d�Y��z�»
d�Y���Ä]�ÄmÂe�Z]

Ã{YÂ¿Zy��Y��Ë�eZ»�É
{�ÁM�d�|]�Ã|�ቃ െʹʹͲͲ ൪ Ͷ െͶ െͶͶ Ͷ ͶͲ ͲͲ ͲͲ ͲͲ ͲͲ ͲͲ Ͳ ۑۑے

ۑۑۑ
ېۑ
 

{�¯�|Ì¯Ze�|ËZ]�Ä^�Zv»�Ä¯
�µÁY�Ê§Z¯,Ä^�Zv»��Z^°Ë�Z]�Á�d�Y

Ä·{Z »��{�/]��Z/°]�ÃYÂz·{�É
Ä^//�Zv»��Ë{Z//¬»��Y�,Ä//·{Z »�[YÂ//m

�ÉZÅ��Ë�eZ»P

d�|]�ÉY�]��Ë�eZ/»�¾ËY�cZ^�Zv»��{��f�Ì]�d����½{�ÁM
ZÅÄ�]Y��ªË����Y�d�Y�Ê§Z¯�,

Ä^e�»�Z]�ÉZÅ�eÓZ]�É

 

���� � �Á�Chen and Hsiao

�¶Ì�¿Y�¨Ë{�Ä·{Z »�¶u
Ä�]Y��Ä]�ÄmÂe�Z]É�

Haar�Ä¯|//��Ê//§� »ሺ� ൌ Ͳǡͳǡʹǥ 
ሻ
k=0,1,2�.m-1

�Ä/°Ë�Â�]�{Â��Äf§�³
m=1,k=0�,��Y|//¬»�¾Ë�//f¼¯

m=ʹ௃��ºË�Y{��ାଵ
��Y�//«,{Â//��Ã{Y{��¶//�Zu�¶°//� ݄ଵሺݐሻ ൌ ͳ��Ã�Z]��{

{Â]�|ÅYÂy��  

�ÉY�]eZ^�Zv»�cZÌ¸¼��¹Zn¿Y
�É�Z��Äf��³��Z¬¿
�ZË�É�Zn»�½Z»��Z]oints

Ê»|¿Â��  

ʹǥʹܯሻ 
��\ËY�/���Ë�eZ»��Z¯�¾ËY�Z]

Ê»{Z ]Y�ÉY�Y{�Ä¯�{Â�ሻ ǥ��݄௠ሺݐ௠ିଵሻሿ 
�®mÂ»��Y�Ã{Z¨f�Y�ÉY�]��«YÁ��{

|��|ÅYÂy�Ã{Z¨f�Y�½M�\ËY����Ë�eZ»��Y�,½Â³Z¿Â³
Ã{Z��ÉY�]�Ê�Ë�eZ»��ZfyZ���Yቃ ͳͲͲെͳ൪ 

        



½Y�ËY�©�]�Ê�|ÀÆ»�ÊËÂn�¿Y{��¿Y�¨À¯�¾Ì¼Å{�Ì�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������

 

 
 
 
 

��´¸¼��Á�d�Y�¶u�É����Ä]��Ä]�ÉZÀ »��®/e�½|¿Z���½YÂe
|�Z]�Ê»�ZÅ����]Ze�µ{Z »��Ë�eZ»�¾ËYf(t)=t��d�Y

Ê»�Ä^�Zv»�Y��½M�ÉZÅ�½YÂe|À¯�  

|Ë�Ì´]���¿��{�Y���Ë��Ê�y�¶Ì�¿Y�¨Ë{�É�Ä·{Z »�  ݕᇱᇱᇱ ൅ ᇱᇱݕܽ ൅ Ԣݕܾ ൅ ݕܿ ൌ
���d/�Y�d/]Zi�\ËY�/��Z]�Ä·{Z »�¾ËY������cZ¬f/�»�É�Y~/´ËZm�Z/]
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