
  فصل هفتم : یادگیري محاسباتی

یادگیري ماشـین را بیـان  هايالگوریتمچندین نوع از  يهاتیقابلیادگیري ماشین و  يمسئلهچندین نوع  يهایژگیواین فصل به صورت تئوري 

تحـت چـه شـرایطی یـک "و  "است؟غیرممکن  تحت چه شرایطی یادگیري موفق ممکن یا"چون  یسؤالات. این تئوري به دنبال جواب کندیم

یادگیري در نظر گرفتـه  هايالگوریتمبراي بررسی یادگیري  1چهارچوب است. دو "؟کندمی نیتضمالگوریتم یادگیري خاص موفقیت یادگیري را 

بـا تعـداد  تـوانمییـا ن تـوانمیرا کـه  هاییفرضیهچارچوب کلاس است، که در آن  PAC)(یا  2درست تقریباً. چارچوب اول چهارچوب شودمی

آموزشـی بـراي  هاينمونهکه تعداد  ايفرضیهرا بررسی و معیاري طبیعی براي پیچیدگی فضاي  گرفت ادیموزشی آ هاينمونهاز  ايايچندجمله

 يفرضـیهرا که یادگیر قبل از تعیین  ايآموزشیتعداد خطاهاي  3در چارچوب کران خطا تعریف خواهیم کرد. کندمی محدود یادگیري استقرایی را

  را بررسی خواهیم کرد. دهدمی درست انجام

  مقدمه 7,1

 تـوانمی ماشین (یا غیر ماشین) حاکم است. آیا یادگیرهايبر  ايکلیطبیعی است که بپرسیم چه قوانین  سؤالیادگیري ماشین این  يمطالعهدر 

لازم بـراي اینکـه  هاينمونهتعداد  توانمیآیا  را مستقل از الگوریتم یادگیري تعیین کرد؟ اندآسانسخت یا  ذاتاًمسائل یادگیري را که  هايکلاس

 هانمونه(در مقابل اینکه  انجام دهد آزمایش هانمونهمعینی از  يدستهبا آموزش  موفق باشد را تعیین کرد؟ اگر یادگیر بتواند بجاي حتماًیادگیري 

یادگیر قبل از یـادگیري تـابع هـدف را هاي توان تعداد خطامیآیا  این تعداد چگونه تغییر خواهد کرد؟ یا به صورت تصادفی به یادگیر داده شوند)

  ؟را مشخص کرد مسائل مختلف هايکلاس ذاتی پیچیدگی محاسباتی توانمیآیا  مشخص کرد؟

                                                      

1 framework 
2 probably approximately correct 
3 mistake bound framework 



 2 یادگیري ماشین

 

 .اسـت هآمد ه وجودب سؤالاتبراي پاسخ به این  قسمت از تئوري هوش محاسباتی اما هنوز معلوم نیست، سؤالاتاین  يهمهاگر چه جواب جامع 

یـادگیري  يمسـئله. در اینجـا بحـث را بـه گیـردمیدر بعضی مسائل خاص را در بر  سؤالاتاین فصل نتایج کلیدي این تئوري و جواب به این 

. بـا ایـن تعریـف مسـئله، پاسـخ بـه کنیممیمحدود  معلوم ايفرضیهاین تابع هدف و فضاي  آموزشی هاينمونهاستقرایی تابع هدفی نامعلوم از 

خواهیم دید نیز  بعداًکه  طورهمان. شودمیلازم براي یادگیري موفق و تعداد اشتباهات قبل از یادگیري کامل مطرح  هاينمونهمثل تعداد  سؤالاتی

  یادگیري از جمله موارد زیر وابسته است: يمسئله هايویژگیبه  هاکمیتاین  مرزهايتعیین 

  در نظر گرفته شده ايفرضیهاندازه یا پیچیدگی فضاي 

 دقت لازم براي یادگیري 

  موفق را خروجی دهد ايفرضیهاحتمال اینکه یادگیر 

  هانمونه يارائهروند  

یـادگیري بـا  هـايالگوریتم هـايکلاس بیشتر بر روي شودمیو ترجیح داده  کنیممیروي الگوریتم یادگیري خاصی تمرکز ن در اکثر موارد، ما بر

 نظیـر سـؤالاتیمشابه و ...) بحث شود. هدف از این فصل پاسخ بـه  آموزشی هاينمونهنمایش  ينحوهمشابه،  ايفرضیهخواص یکسان (فضاي 

  زیر است: سؤالات

  موفق میل کند؟ ايفرضیهلازم براي اینکه یادگیر (با احتمال بالایی) به  آموزشی هاينمونه. تعداد 1اينمونهپیچیدگی 

 موفق میل کند؟ ايفرضیهتا یادگیر با احتمال خوبی به  شودمی. چه میزان محاسبه انجام 2پیچیدگی محاسباتی 

  ؟کندمی بنديدستهکه یادگیر قبل از همگرا شدن به فرضیه موفق غلت  ايآموزشی هانمونه. تعداد 3خطامرز 

 وجود دارد. ممکن است "موفق"گوناگونی براي تعریف  هايروش. براي مثال، اندمطرح سؤالاتیچنین  حالاتتوجه داشته باشید که در بسیاري از 

را موفـق  یـادگیريمشابه مفهوم هدف باشد. یا در مقابل ممکـن اسـت  دقیقاً شاخروجی يفرضیه ا موفق تعریف کنیم کهر ايفرضیه یادگیري

 يارائه. یا به طور مشابه، روند دهدمیرا خروجی  ايفرضیه، یا به طور معمول چنین باشداکثر مواقع مشابه مفهوم هدف در  اشفرضیهبدانیم که 

داشته باشـد یـا  آزمایشانجام  ياجازهتوسط یک معلم به یادگیر داده شود یا یادگیر  هانمونهممکن است متفاوت باشد، ممکن است این  هانمونه

به تعریف مسـئله و  سؤالات، جواب این رودمی که انتظار طورهمانتوسط یک فرایند تصادفی خارج از کنترل یادگیر انتخاب شوند.  هانمونهاینکه 

  یادگیري وابسته است.مدل 

. در ادامـه، کنـدمی را معرفی (PAC)درست  تقریباًیادگیري احتمالی  حالت 7,2قسمت شده است.  ساختاربنديصورت زیر این فصل به  يادامه

مهمـی از معیـار  7,4. قسـمت کنـدمیبررسـی  حالـتیادگیري را در این  يمسئلهو پیچیدگی محاسباتی چندین  اينمونهپیچیدگی  7,3قسمت 

 7,5مان در مسائلی که فضاي فرضیه محدود است را بررسـی خـواهیم کـرد. قسـمت PACآن در بررسی  تأثیرو  VCبه نام بعد  4پیچیدگی فضا

. در انتهـا نیـز، الگـوریتم کنـدمی مختلف یـادگیري فصـول قبلـی پیـدا هايالگوریتممدل مرز خطا را معرفی کرده و مرزي براي تعداد خطاهاي 

Weighted-Majority مختلف رقیب اسـت، مـرز خطـاي  هايالگوریتم هايبینیپیش، این الگوریتم روشی براي تلفیق کنیممی را معرفی

  تئوري این الگوریتم را نیز بررسی خواهیم کرد.

                                                      

1 Sample complexity 
2 Computational complexity 
3 Mistake bound 
4 space complexity 



 یمحاسبات يریادگیفصل هفتم :  3

 

  درست تقریباً يفرضیهاحتمال یادگیري یک  7,2

. بیایید کـار شودمینامیده  (PAC)درست  تقریباًمدل یادگیري  حالت، این گیریممی ل یادگیري در نظرخاصی را براي مسائ حالتدر این بخش 

یاد بگیریم شروع کنیم.  مدلمختلف یادگیري را با این  هايکلاسو چه میزان محاسبه لازم است تا  آموزشی ينمونهکه چه تعداد  سؤالرا با این 

. با این وجود بسـیاري از نتـایج حاصـل را کنیممی بدون خطا محدود آموزشی هايدادهبراي سادگی کار، بحث را به یادگیري مفاهیم منطقی از 

د) و بسیاري دیگـر مراجعه کنی (Natarajan 1991)به حالت کلی یادگیري توابع حقیقی مقادیر تابع هدف تعمیم داد (براي مثال به  توانمی

 Kearns and Vazirani)و  (Laird 1988)تعمیم داد (براي مثال بـه  خطادار هايداده ی ازبه یادگیري از انواع خاص توانمیاز نتایج را 

 مراجعه کنید). (1994

  تعریف مسئله 7,2,1  

تمـامی  يمجموعـهممکن اسـت  Xبراي مثال،  ممکن بر روي تابع هدف مفروض است. هاينمونهتمامی  يمجموعه Xمشابه فصول گذشته، 

ممکـن  مفاهیم هدفی اسـت کـه يمجموعه C. باشد height (short or tall)و  age (young or old) هايویژگیافراد باشد که با 

است یا به طور مشابه متناسب با تابع  Xاز  ايزیرمجموعهمتناسب با  Cدر  cهر مفهوم هدف  به کار برده شود. هاآنبراي یادگیري  یادگیر است

c: X → {0,1}  است. براي مثال، یک تابع هدفc  درC  باشد. اگر  "بازاسکیافراد "ممکن است مفهومx مثبتی از  ينمونهc  باشد، داریم که

c(x)=1 ؛ و اگرx باشد داریم  ايمنفی ينمونهc(x)=0. 

ممکن اسـت توزیـع احتمـال  �. براي مثال، شوندمی انتخاب �تصادفی و با توزیع احتمال  به صورت هانمونهکه  کنیممیفرض  حالتدر این 

ممکن اسـت هـر توزیـع  �(توزیع احتمالی بر روي تمامی افراد). در کل  آیندمی افرادي باشد که از یک باشگاه ورزشی در سوئد بیرون هانمونه

این است که توزیع احتمالی ثابت  �ي یادگیر ناشناخته است. تمامی اطلاعات موجود در مورد احتمالی باشد و در حالت کلی این توزیع احتمال برا

 هدفشانبا این توزیع احتمال انتخاب شده و به همراه مقدار تابع  آموزشی هاينمونه. کندمیاست؛ بدین معنا که این توزیع احتمال با زمان تغییر ن

c(x) شوندمی به یادگیر داده.  

تمـامی  يمجموعـهممکن اسـت  H. براي مثال، گیردمیرا در یادگیري مفهوم هدف در نظر  Hممکن مثل  هايفرضیهاز  ايمجموعه Lیادگیر 

 c ،Lبراي تابع هدف  آموزشی هاينمونهاز  ايسري يمشاهدهباشد. بعد از  heightو  age هايویژگیبه صورت عطف  بیانقابل هايفرضیه

بـر روي  hکـارایی ایـن فرضـیه  را Lموفقیـت  خروجی دهـد. تخمینی يفرضیهبه عنوان  است cاز آن  که تخمین Hز ا hمثل  ايفرضیهباید 

همـان توزیـع احتمـالی اسـت کـه  �توزیـع احتمـال  .سنجیممی شوندمی انتخاب �و با توزیع  Xجدیدي که به صورت تصادفی از  هاينمونه

  اند.آموزشی با انتخاب شده هاينمونه

در یادگیري مجموعه توابـع هـدف مختلـف  Hمختلف  هايفرضیهبا فضاي  Lمختلف  یادگیرهايما به بررسی کارایی  يعلاقه، چنین حالتی در

چیسـت یـاد  �را مستقل از اینکه توزیع  Cکلی جامع باشد تا بتواند هر تابع هدف درون  ياندازهبه  Lیادگیر  خواهیممی است. زیرا که Cدرون 

  را بررسی کنیم. � هايتوزیعرا براي تمامی  Cبگیرد. در بعضی مواقع نیز علاقه داریم که در بدترین حالت توابع هدف درون 



 4 یادگیري ماشین

 

  خطاي یک فرضیه 7,2,2

بر روي  h يیهفرضیک  1است، بیایید کار را با تعریف خطاي واقعی cبه تابع هدف حقیقی  hما به نزدیکی فرضیه خروجی یادگیر  يعلاقهچون 

c  خطاي واقعی  غیررسمیشروع کنیم. به صورت  �و توزیع احتمالh،  خطايh  است. در واقع این �توزیع  جدید با هاينمونه بنديدستهدر 

  .کنیممیکه مفهومی منطقی است بازنویسی  c. براي راحتی تعریف را براي است 5فصل  خطاي تعریف خطا همان تعریف

انتخـابی  ينمونهاحتمال این است که  � اينمونهو توزیع احتمال  cبراي تابع هدف  h يفرضیهي  ((ℎ)������) خطاي واقعی تعریف:

  شود. بنديدستهاشتباه  �بر اساس توزیع 

������(ℎ) ≡ Pr
�∈�

[�(�) ≠ ℎ(�)] 

Prدر اینجا نماد 
�∈�

  است. کندمیپیروي  �از توزیع  xاحتمال عبارت با فرض اینکه  يدهندهنشان 

در  آموزشـی هاينمونـه، اندشـدهنمایش داده  X هاينمونه يمجموعهبا  hو  c. مفاهیم دهدمیاین تعریف را به فرم گرافیکی نشان  7,1شکل 

غلت نمونه  تصادفی در این صـفحه یـا قـرار گـرفتن در  بنديدستهاحتمال  cبراي  hخطاي  .اندشدهنشان داده  –و  + هايعلامتاین مثال با 

ممکـن را  هاينمونـهکه خطاي تمامی  ایمکردهاختلاف این دو مجموعه (قرار گرفتن در ناحیه هلالی) است. توجه دارید که خطا را طوري تعریف 

تصـادفی  هاينمونـهبـر روي  آمده به دستزمانی که از فرضیه نباشد بنابراین انتظار داریم که  آموزشی هاينمونهاندازه بگیرد و فقط محدود به 

  چنین خطایی داشته باشند. کنیممیجدید استفاده 

 X هاينمونـهتوزیعی یکنواخت باشد که به تمامی  �وابسته است. براي مثال اگر  � نامعلوم توجه دارید که این خطا به شدت به توزیع احتمال

خواهد بود. با این وجود  هانمونهدرون ناحیه هلالی به تمامی  هاينمونهنسبت  7,1در شکل  آمده يفرضیهخطاي  دهدمیاحتمالی یکسان نسبت 

خـارج  هاينمونهاحتمال صفر به  �حالت  بدترینناحیه هلالی نسبت دهد این خطا بیشتر خواهد شد. و در  هاينمونهاحتمال بیشتري به  �اگر 

  اشتراك دارند. واقعاً cو  hخواهد بود با وجود اینکه  1خطا  و دهدمیناحیه هلالی نسبت 

  
                                                      

1 True Error 



 یمحاسبات يریادگیفصل هفتم :  5

 

  .cبراي مفهوم هدف  hخطاي فرضیه  7,1شکل 

مشـابهی ندارنـد.  هايبنديدسـتهدر آن ناحیه  cو  hقرار بگیرد که  ايناحیهتصادفی در درون  اينمونهاحتمال این است که  c مفهوم هدف براي hخطاي 

یکی  cو  h بنديدستهمشاهده شده  ينمونه 5. توجه داشته باشید که با وجود اینکه در تمامی اندمنفیآموزشی مثبت و  هاينمونه يدهندهنشان –نقاط + و 

  دارد. cخطاي غیر صفري براي مفهوم هدف  hاست، 

 هاينمونـهبـر روي  hفقـط کـارایی  Lمشاهده است.  غیرقابلبه طور مستقیم براي یادگیر  cبراي  h، توجه داشته باشید که این خطاي بالاخره

(در مقابـل  2آموزشـیرا در دسترس دارد و باید انتخاب خود در مورد فرضیه را بر اساس همین معیار انجام دهـد. مـا از عبـارت خطـاي  آموزشی

. قسمت بزرگی از کنیممیاستفاده  آموزشی هاينمونهبه کل  hاشتباه توسط  بنديدستهبا  آموزشی هاينمونهبراي نمایش نسبت خطاي واقعی) 

مشاهده شده معیاري غلت انـداز  آموزشیچگونه احتمال دارد که خطاي "که  شودمیمتمرکز  سؤالبررسی ما از پیچیدگی یادگیري بر محور این 

  است. "باشد؟ (ℎ)������از 

را بـراي  h اينمونـهگفتـه شـد، خطـاي  5در فصـل آنچـه  ه بـهدقت کنید. بـا توجـ 5مطرح شده در فصل  سؤالو  سؤالبین این  يرابطهبه 

اسـت بـا  S اينمونهتعریف شده در بالا خطاي  آموزشیتعریف شد. خطاي  hتوسط  Sاشتباه اعضاي  بنديدستهنسبت  هانمونهاز  S يمجموعه

با این  باشد را تخمینی غلت انداز از خطاي واقعی اينمونهاحتمال اینکه خطاي  5باشد. در فصل  آموزشی هاينمونه يمجموعه Sاین فرض که 

وابسـته بـه  کاملـاً h يفرضـیهباشند بررسی کردیم. اما اینجا حتی این فرض هم درسـت نیسـت و  hمستقل از  S ينمونه هايدادهفرض که 

  است! بنابراین، در این فصل ما این حالت خاص مهم را بررسی خواهیم کرد. Sمجموعه 

 PACادگیري قابلیت ی 7,2,3

یـاد پیچیـدگی محاسـباتی معقـولی  بـاتصادفی  آموزشیرا از تعداد معقولی نمونه  هاآن توانمیتوابع هدفی است که  هايویژگیهدف ما تعیین 

  .گرفت

لازم  آموزشی هاينمونه؟ ممکن است سعی کنیم تعداد درست فرض کرد قابلیت یادگیري یک تابع بیان کرد يدرباره توانمیرا  هاییعبارتچه 

(ℎ)������با  ايفرضیهبراي یادگیري  = به دو دلیل این کاري بیهوده است. ابتدا اینکـه  در این تعریف مسئله متأسفانهرا تعیین کنیم.  0

است)، و  غیرواقعیبه یادگیر ارائه کنیم (که این فرضی آموزش  ينمونهرا به عنوان  X هاينمونهبراي اینکه به چنین خطایی برسیم باید تمامی 

خواهد  سردرگمتخمینی براي مفهوم هدف  يفرضیهسازگار باشند و یادگیر در انتخاب  آموزشی هاينمونهممکن است چندین فرضیه با مجموعه 

معیاري غلت انداز باشـد.  آموزشی هاينمونهدارد که تصادفی، همیشه احتمالی غیر صفر وجود  آموزشی هاينمونهماند. دوم اینکه با معلوم بودن 

ورزشی در سوئد متفاوت است اما احتمال غیر صـفري وجـود دارد کـه در  يمجموعه(براي مثال، با وجود اینکه اغلب قد افراد خارج شده از یک 

  متر داشته باشند). 2مشاهده شده قد  هاينمونهیک روز تمامی 

. ابتدا بجاي اینکه شرط کنیم خطاي فرضیه صفر شود شـرط دهیممی شرایط خواستاري مسئله را از دو نظر کاهشبراي غلبه بر این دو مشکل، 

ممکـن موفـق  آموزشـی ينمونـهباشد. دوم اینکه بجاي اینکه شرط کنیم یادگیر روي هر  ترکوچک εکه خطا از مقدار دلخواه کوچک  کنیممی

کـه یـادگیر بـه  کنیممـی، کمتر باشد. به طور خلاصـه شـرط δکه احتمال عدم موفقیت کمتر از حد دلخواه کوچک خاصی،  کنیممیباشد شرط 

  .گویندمی PACدرست یا  تقریباًاحتمالی  يفرضیه ،را یاد بگیرد، بنابراین به این فرضیه 3درست تقریباً ايفرضیهصورت احتمالی 
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 ، زمـانیغیررسـمی طـوررا در نظـر بگیریـد. بـه  H ايفرضـیهبا فضاي  Lاهیم هدف ممکن و یادگیر مف يمجموعهرا به عنوان  C يمجموعه

1)بـا احتمـال  C ،Lدر  cاست که، براي هر تابع هدف  PAC 4قابل یادگیري  Hبا استفاده از  Lتوسط  C يمجموعهکه  گوییممی − δ)  بـا

(ℎ)������خروجی دهد که داشته باشیم،  hمثل  ايفرضیهو انجام مقدار قابل قبولی محاسبه  آموزشی ينمونهداشتن تعداد قابل قبولی  <

  . به عبارت دقیقتر،�

را در نظر بگیریـد.  H ايفرضیهبا فضاي  Lتعریف شده و یادگیر  n ياندازهبا  X هاينمونهرا که بر روي  Cمفاهیم هدف  يمجموعه تعریف:

C  توسطL ز با استفاده اH  زمانی قابل یادگیريPAC  است که براي تمامیc ∈ C بر روي  � هايتوزیع وX  0و < ε < هایی  δو  1/2

0که  < δ < 1)با احتمال حداقل  L، یادگیر 1/2 − δ)  فرضیهh ∈ H  خروجی دهد کـه داشـته باشـیم کـه������(ℎ) ≤ در ، �

  .محاسبه شود خروجی باید size(c)و  δ ،1/ε ،n/1از  ايچندجمله زمان حداکثر

1)باید با احتمال دلخواه بالایی  L. ابتدا اینکه گذاردمی Lبر روي  طتعریف ما دو شر − δ) دلخـواه  يانـدازهبـه  بـا مقـدار خطـاي ايفرضـیه

 يفرضـیه size(c)و  δ، 1/ε، n/1 از ايچندجملـهحـداکثر در زمـانی  باید کارایی خوبی داشـته باشـد،خروجی دهد. دوم اینکه  εکوچکی 

ویژگی منطقی باشند، خواهیم داشـت کـه  k، عطف X هاينمونهاست. براي مثال، اگر  X هاينمونهتعداد  n. در اینجا، خروجی را مشخص کند

n=k ،پارامتر دوم فضا .size(c)  کدهاي  ياندازهاست کهc  درون هايC  با فرض اینکه بـراي  دهدمیرا نشانC  نمـایش خاصـی را تعیـین

تعداد  size(c)مشخص شود،  هاویژگیکه هر کدام با لیستی از  ویژگی منطقی باشند، kبا عطف حداکثر  Cراي مثال اگر مفاهیم کرده باشیم. ب

  خواهد بود. cواقعی به کار رفته در توضیح  هايویژگی

فقط  اهمیت منابع محاسباتی لازم براي یادگیري در نظر گرفته شده است در حالی  PACممکن است ابتدا به نظر برسد که تعریف ما از یادگیري 

نیـاز بـه  L ر: اگـانـدنزدیکلازم براي یادگیري بیشتر براي ما اهمیت دارد. با این وجود، این دو بسـیار بـه یکـدیگر  هاينمونهکه در عمل تعداد 

 ايايچندجملـهبـه تعـداد  حتماً Lبدانیم،  Lتوسط  PACرا قابل یادگیري  C اي اینکهبر ،داشته باشد آموزشی ينمونهپردازش حداقلی براي هر 

است ایـن اسـت کـه ابتـدا  PAC قابل یادگیري خاصاي  Cبراي نشان دادن اینکه  متداولنیاز خواهد داشت. در اصل روشی  آموزشی ينمونه

نشـان دهـیم زمـان محاسـبات نیـز از  قابل یادگیري اسـت و سـپس موزشیآ هاينمونهاز  ايايچندجملهنشان دهیم هر مفهوم هدف از تعداد 

  کمتر است.  ايچندجمله

کـه  کنـدمی فرض مطلقاً. این تعریف اشاره کنیم PACدر تعریفمان از قابل یادگیري  ايکنندهقبل از رفتن به قسمت بعد، باید به فرض محدود 

دارند. این فـرض از ایـن  Cدلخواه کوچک براي تمامی مفاهیم درون  ياندازهاست که خطاي به  هاییفرضیهشامل  Hیادگیر  ايفرضیهفضاي 

 Cدلخواه به صفر نزدیک کـرد. البتـه در حـالتی کـه  ياندازهرا به  εکه در تعریف بالا یادگیر زمانی موفق است که بتوان  شودمی حقیقت ناشی

این شرط سخت خواهد بود، مگر اینکـه  تضمینه باید تصاویر چهره را تشخیص دهد چیست؟) ک ايبرنامهدر  Cدقیق معلوم نیست (براي مثال، 

H توانی  يمجموعهX  .نیز گفته شد، چنین  2که در فصل  طورهماندر نظر گرفته شودH  بدون بایاسی دقت کافی تعمیمی با تعداد قابل قبولی

پیچیـدگی نسـبی مسـائل یـادگیري  يدربـارهدید مفیـدي  PACحاصل از مدل یادگیري  . با این وجود، نتایجکندمیآموزشی پیدا ن هاينمونهاز 

این فرض محدود کننده را براي در نظر  7,3,1خش بر این، در ب. علاوه دهدمی آموزشی به ما هاينمونهمختلف و ضریب بهبود تعمیم با افزایش 

  .کنیممیحذف  فرضپیشگرفتن یادگیر بدون 
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  محدود ايفرضیهبراي فضاي  اينمونهپیچیدگی  7,3

یادگیر وابسـته اسـت. افـزایش تعـداد  رايلازم ب آموزشی هاينمونهبه شدت به تعداد  PAC 5قابلیت یادگیري  که در بالا نشان دادیم، طورهمان

 معیارهاي ترینمهماز ، شودمی نامیده یادگیري يمسئله اينمونهپیچیدگی  مسئله، که ياندازه متناسب بالازم براي یادگیري  آموزشی هاينمونه

است که در مسائل عملی محدودیت موفقیت در یادگیري بیشتر به خاطر محدودیت یـادگیر در  از این رواهمیت  این . علتمسائل یادگیري است

  است. آموزشی هاينمونهتعداد 

. یادگیر سازگار یـادگیري اسـت کنیممیارائه  6سازگار یادگیرهاي، یادگیرهابزرگی از  کلاسبراي  ايونهنمدر اینجا ما مرزي کلی براي پیچیدگی 

انتظاري دور از ذهـن  یادگیرها. انتظار سازگار بودن دهدمیسازگار باشد خروجی  آموزشی هاينمونهرا که با  ايفرضیهکه زمانی که ممکن باشد 

. توجـه داریـد کـه اکثـر دهیممـی تـرجیحدیگـر  هايفرضـیهسازگار است را به  آموزشی هاينمونهرا که با  ايفرضیهما  معمولاًنیست، زیرا که 

  سازگار هستند. 2فصل  هايالگوریتممطرح شده در فصول قبلی از جمله تمامی  هايالگوریتم

بلی است.  سؤاللازم براي هر یادگیر سازگار که مستقل از الگوریتم است پیدا کنیم؟ جواب این  آموزشی هاينمونهیم مرزي براي تعداد توانمیآیا 

 يمجموعـهرا  �,��� يویـژهفضاي آنجا  بازگو کنیم. در هفضاي ویژ يدربارهرا  2براي ایجاد چنین مرزي بد نیست که بعضی تعاریف فصل 

  تعریف کردیم. کنندمی بنديدستهرا درست  D یآموزش هاينمونهرا که  h ∈ H هايفرضیهتمامی 

���,� = {h ∈ �|(∀< �, �(�) > ∈ �)(h(x) = c(x))} 

. دهـدمیاز فضاي ویژه را خروجی  ايفرضیهچه باشند  Dیا  Hیا  Xاهمیت فضاي ویژه در اینجا این است که هر یادگیر سازگار مستقل از اینکه 

. گیردمیرا در بر  آموزشی هاينمونهبا  Hسازگار در  هايفرضیهدلیل این نتیجه در تعریف فضاي ویژه مشهود است، زیرا که فضاي ویژه تمامی 

اینکـه  تضمینلازم را براي  آموزشی هاينمونهلازم براي هر یادگیر سازگار کافی است تعداد آموزش  هاينمونهبنابراین براي محدود کردن تعداد 

شده، ایـن شـرط را بـه  گذارينام Haussler (1988)در بر نگیرد معلوم کنیم. تعریف زیر، که به نام   را قبولغیرقابل ايفرضیهفضاي ویژه 

  .کندمیصورت دقیق مشخص 

اسـت را در نظـر  c آموزشـیکـه بـراي  D آموزشـی هاينمونه يمجموعهو  � اينمونه، توزیع c، مفهوم هدف H ايفرضیهفضاي  تعریف:

و  cبـراي  εخطایی کمتر از  �,���در  h يفرضیهاست که براي هر  Dو  cبراي  ε-exhaustedزمانی  �,��� يویژهبگیرید. فضاي 

D .داشته باشیم  

�∀ℎ ∈ ���,�� ������(ℎ) <  � 

 آموزشـی هاينمونهسازگار با  هايفرضیهاست که تمامی  ε-exhaustedنمایش داده شده است. فضاي ویژه زمانی  7,2تعریف بالا در شکل 

که به طور  هاییفرضیهداشته باشند. البته از دید یادگیر فقط  εصفر دارند) خطایی کمتر از  اينمونهکه خطاي  هاییآنمشاهده شده (براي مثال، 

صفر خواهند داشت. فقط شاهدي کـه از ماهیـت مفهـوم  آموزشیخطاي  هاآن است، همگی تشخیصقابل سازگارند آموزشی هاينمونهکامل با 

 کـه دهـدمیاحتمالی به ما اجازه  ايبررسیرا مشخص کند. جالب است که  ε-exhausted يویژهد با قطعیت فضاي توانمیاست  آگاههدف 
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باشد را بدون اینکه اطلاعاتی در مورد ماهیت مفهوم هدف یا توزیـع  ε-exhaustedآموزشی  ينمونهبعد از تعدادي  فضاي ویژه احتمال اینکه

  .کندمی زیر ایجاد يقضیهبا چنین مرزي را  Haussler (1988) آموزشی داشته باشیم محدود کنیم. هاينمونه

  

  کردن فضاي ویژه. exausted 7,2شکل 

نشان داده شده است). البته خطاي واقعی  r=0است که خطاي آموزشی صفر دارند (در شکل با  h∈H هايفرضیهاز  ايزیرمجموعه �,��� يویژهفضاي 

-εفضاي ویژه غیر صفر باشد. فضاي ویژه زمـانی  هايفرضیهنمایش داده شده) که حتی ممکن است براي  errorاست  (که در شکل با  (�)������

exausted  داشته باشیم  �,���درون  يباقیمانده هايفرضیهاست که تمامی������(�) < �.  

تصـادفی مسـتقل از  ينمونه m≥1از اي  نیز سراي Dمحدود باشد و  H ايفرضیه. اگر فضاي ε-exhausted يویژهفضاي  7,1 يقضیه

نباشد کمتر یـا مسـاوي مقـدار زیـر  c ε-exhaustedبراي  �,��� يویژهاحتمال اینکه فضاي  ε≤1≥0باشد، براي هر  cمفهوم هدف 

  است:

|�|���� 

,�ℎفرض کنید  اثبات. ℎ�, … ℎ�  درون  هايفرضیهتمامیH  باشند که خطاي واقعی بیشتر ازε  برايc .اگر و فقط اگر حداقل یکـی  دارند

که خطاي واقعـی  ايفرضیهنخواهد بود. احتمال اینکه  ε-exhaustedآموزشی سازگار باشد فضاي ویژه  هاينمونهفرضیه با تمامی  kاز این 

اس�ت. بن�ابراین احتم�ال اینک�ھ  (ε-1)س�ازگار باش�د ح�داکثر  ش�ودمیکھ بھ صورت اتفاقی انتخ�اب  اینمونھدارد با  εبیشتر از 

1)مستقل سازگار باشد  ينمونه mاین فرضیھ ب�ا  − ε)�  خواهد بود. حال اگرk  فرضیه خطایی بیشتر ازε  داشته باشـند، احتمـال اینکـه

  آموزشی سازگار باشد حداکثر ينمونه mبا تمامی  هافرضیهحداقل یکی از این 

�(1 − ε)� 

�است و از آنجایی که  ≤ 1)|�|، پس این مقدار حداکثر |�| − ε)�  .0کلـی  يرابطـه، از بالـاخرهخواهد بود ≤ ε ≤ داریـم کـه  1

(1 − ε) ≤ e��،بنابراین .  

�(1 − ε)� ≤ |H|(1 − ε)� ≤ |H|e��� 

  .رسدمیکه قضیه به اثبات 
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-εبـراي احتمـال اینکـه فضـاي ویـژه  H يانـدازه و εو حـداکثر خطـاي مجـاز  mآموزشی  هاينمونهاین قضیه کران بالایی بر حسب تعداد 

exhausted اما از نظر دیگر، این مرز احتمال اینکه کندمی نباشد ارائه .m هاییفرضـیه( "بد" هايفرضیهآموزشی در حذف تمامی  ينمونه 

  .دهدمی موفق نشوند را نشان H ايفرضیه) در یادگیر سازگار با فضاي دارند εکه خطاي واقعی بیشتر از 

  استفاده کنیم. δآموزشی لازم براي کاهش احتمال شکست به زیر حد دلخواه  هاينمونهبیایید از این نتیجه براي تعیین تعداد 

|H|e��� ≤ δ                                                        (7.1) 

  داریم که mبا بازنویسی رابطه براي 

� ≥
1

ε
�ln|H| + ln �

1

δ
��                                             (7.2) 

با موفقیت هر مفهـوم  سازگار یادگیرهايلازم براي اینکه تمامی وزشی آم هاينمونهمرزي کلی براي تعداد  7,2 يرابطهبه طور خلاصه نامساوي 

سـازگار  يفرضیهاینکه هر  تضمینآموزشی براي  ينمونهاین تعداد  .کندمیرا مشخص  رندیبگ ادی εو  δرا براي مقادیر دلخواه  Hهدف درون 

 و لگـاریتمی ε/1به صـورت خطـی بـا  m. توجه دارید که کندمی ) باشد را تعیینεدرست) درست (حداکثر با خطاي  (δ-1)(با احتمال  تقریباً

1/δ  ايفرضیهفضاي  ياندازهمتناسب است. همچنین  با نسبت لگاریتمی با H .نیز متناسب است  

قـرار بگیـرد، امـا  [0,1]  يبازهبراي مثال، با وجود اینکه احتمال اینکه فضاي ویژه باید در  باشد. زیآماغراق ذاتاًد توانمی مرز بالاتوجه دارید که 

د بـه راحتـی توانمی کافی بزرگ، این مرز ياندازهبه  ايفرضیههاي  براي فضاي .کندمیبه صورت خطی افزایش پیدا  |H|این مرز با افزایش 

 يجملهدر  معمولاًضعف این مرز  باشد. آمیزاغراقآموزشی  هاينمونهبراي تعداد  ذاتاًد توانمی 7,2از یک شود. نتیجه اینکه مرز نامساوي  تربزرگ

|H| در واقـع، در بسـیاري مواقـع  .شـودمیایجاد  هافرضیهدر میان تمامی  قبولغیرقابل يفرضیهکه از اثبات هنگام جمع احتمالات یک  است

  خواهد بود. 7,4 این مرز موضوع قسمت .کندمینهایت بزرگ را محدود بی ايفرضیهفضاهاي  ترکوچکمرزي 

  غیر سازگار هايفرضیهو  agnosticیادگیري  7,3,1

کـه خطـاي  H يفرضـیه) هـر (δ-1)اینکه (بـا احتمـال  تضمینلازم براي  آموزشی هاينمونهاز این جهت اهمیت دارد که تعداد  7,2 يرابطه

 ايفرضـیه تـوانمینباشد، همیشـه ن cشامل تابع هدف  Hاگر  متأسفانه. کندمیداشته باشد را تعیین  εصفر دارد خطاي واقعی حداکثر  آموزشی

را خروجی دهد که کمترین خطاي ممکن را بر  ايفرضیهکه  خواهیممی صفر داشته باشد. در چنین حالتی، از یادگیر آموزشیپیدا کرد که خطاي 

را کـه کمتـرین خطـاي  Hاز  ايفرضـیهو فقـط  کندمیدر مورد تابع هدف ن یفرضشیپداشته باشد. یادگیري که هیچ  آموزشی هاينمونهروي 

درست اسـت یـا خیـر  C⊆Hآیا  براي اینکه يایقبل، زیرا که هیچ فرض شودمینامیده  agnostic، یادگیري دهدمیدارد را خروجی  آموزشی

  .کندمین

 توانمیشده است، اما مرزي مشابه را  يگذارهیپا دهدمیبا خطاي صفر را خروجی  ايفرضیهبر این فرض که یادگیر  7,2 يرابطهبا وجود اینکه 

فرض کنید که  ترقیدقورد. به عبارت آ به دست توانمی دهدمیغیر صفر را خروجی  آموزشیبا خطاي  ايفرضیهکه یادگیر  يتریکلبراي حالت 

D است متفـاوت اسـت) و  اينمونهکه توزیع  �موجود است (البته با  آموزشی اينمونهخاصی از  يمجموعه������(ℎ)  اينمونـهخطـاي 

تعریف شده است. توجه داریـد کـه در  D آموزشی هاينمونهبر روي  h يهااشتباهنسبت  (ℎ)������است. در کل،  Dبر روي  h يفرضیه

نمـاد  ����ℎاست متفـاوت اسـت. حـال فـرض کنیـد  اينمونهتوزیع  که خطاي واقعی بر روي (ℎ)������با  (ℎ)������حالت کلی 



 10 یادگیري ماشین

 

شود کـه (بـا  تضمینلازم است تا آموزش  ينمونهدارد. چه تعداد  آموزشی هاينمونهرا بر روي  اينمونهباشد که کمترین خطاي  Hاز  ايفرضیه

مطرح  سؤالبا  سؤالاین  يرابطهباشد؟ توجه دارید که  (����ℎ)������کمتر یا مساوي  (����ℎ)������احتمال قوي) خطاي واقعی 

(����ℎ)������بود (حالتی که  سؤالقسمت قبلی حالت خاصی از این  سؤالشده در قسمت قبلی این است که  = 0.(  

(کـه  Hoeffding 7 مرزهـايوري آمراجعه کنید). یاد 7,3 يهرابطجواب داد (به  7,1 يقضیهبا استفاده از تشابه با اثبات  توانمیرا  سؤالاین 

مشتق بـین احتمـال واقعـی یـک اتفـاق و  Hoeffding مرزهاي.) در اینجا مفید است. شودمینامیده  Hoeffding 8اضافی  مرزهايگاهی 

 شوندمی اعمال 9مستقل برنولی آزمایش mبه  مرزها، این ترقیدق. به عبارت کندمیمستقل را بررسی  آزمایش mاتفاق در آن  يمشاهدهمیزان 

اسـت:  5ما در  تخمین خطاي فرضیه در فصـل  يمسئلهمشابه تعریف  کاملاًمدنی خاص). این آبا احتمال شیر  ياسکهپرتاب  m(براي مثال در 

پرتاب مستقل سکه مشابه انتخاب  mکند.  بنديدستهتصادفی را اشتباه  ينمونهک ی فرضیهاحتمال اینکه شیر بیاید مشابه احتمال این است که 

m به کل  رهایشاست. نسبت تعداد  اينمونهمستقل از توزیع  ينمونهm  اشتباه به کل  هايبنديدستهپرتاب مشابه نسبتm تصادفی  ينمونه

  است.

تصادفی باشد، خواهیم داشت  ينمونه mشامل  D يمجموعهبر روي  (ℎ)������ اينمونهکه اگر خطاي  دیگویم Hoeffding مرزهاي

  که:

Pr[������(ℎ) > ������(ℎ) + �] ≤ ������
 

. بـراي اینکـه مطمـئن دهـدمیداشته باشد را به ما  کنندهگمراهبسیار  اينمونهدلخواه خطاي  يفرضیهاین رابطه مرزي براي احتمال اینکه یک 

موجـود خطـاي  هايفرضـیه |H|خطایی با این مرز دارد، باید احتمال اینکه هـر فرضـیه از  حداکثر Lباشیم که بهترین فرضیه پیدا شده توسط 

  داشته باشند را در نظر گرفت.بزرگی 

Pr[(∃ℎ ∈ �)(������(ℎ) > ������(ℎ) + �)] ≤ |�|������
 

  که: میرسیم از مقدار خاصی بگردیم به این رابطه δلازم براي کمتر بودن  هاينمونهه دنبال تعداد بنامیم و ب δاگر این احتمال را 

� ≥
1

2��
�ln|�| + ln �

1

�
��                                         (7.3) 

بهتـرین فرضـیه نیـز  اينمونهو خطاي  کندمیرا انتخاب  h∈Hبراي حالتی است که یادگیر هنوز بهترین فرضیه  7,2 يرابطهاین رابطه تعمیم 

 7,2 ترخـاصکه بـه حالـت  شودمیکه در مشاهده  طورهمانلگاریتمی دارد و  يارابطه δ/1و  Hبا  mد غیر صفر باشد. توجه دارید که توانمی

  است. ε/1با مجذور  متناسبخطی  يرابطهبه جاي  m تریکل. با این وجود در این حالت میرسیم

                                                      

7 Hoeffding bounds 
8 Hoeffding additive bounds 
9 Bernoulli trial 
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  است PAC-Learnable منطقیعطف عبارات  7,3,2

از این مرز  ،میاآورده به دست یاد گرفتکافی براي اینکه بتوان با احتمال خوبی تابع هدف را  آموزشی هاينمونهمرزي براي تعیین تعداد  که حال

  مفاهیم هدف استفاده کرد.خاصی از  يدستهبودن  Pac-learnableو  اينمونهبراي تعیین پیچیدگی  یمتوانمی

د هر متغیـر منطقـی (مثـل توانمیرا در نظر بگیرید. یک عبارت منطقی  شودمیعبارات منطقی بیان  عطف را که با Cمفاهیم هدف  يمجموعه

Old یا نقیضش (مثل (¬Old باشد. بنابراین عطف عبارات منطقی مثل توابع هدفی چون (“Old ⋀ ¬Tall”  آیا  .شودمیرا نیز شاملC  قابل

نشـان دهـیم هـر یـادگیر سـازگار فقـط تعـداد  ابتـدا اسـت. کـافی اسـتآري  یسـؤالنشان داد که پاسخ چنین  توانمیاست؟  PACیادگیري 

 براي هر نمونـه لـازم داشـته ايچندجملهلازم دارد و الگوریتمی ارائه کنیم که زمانی  Cدر   c هر براي یادگیري آموزشی ينمونه ايايچندجمله

  یاد بگیرد. مفهوم هدف را باشد تا

براي  توانمی 7,2 يرابطه. از کندمیاست استفاده  Cمشابه  که H ايفرضیهکه از فضاي  بگیرید در نظر است را یک یادگیر سازگاري Lیادگیر 

کـرد.  اسـتفاده بدهـد εخروجی با ماکزیمم خطـاي  ايفرضیه (δ-1)با احتمال  Lتصادفی کافی تا یادگیر  آموزشی ينمونه mتعداد  يمحاسبه

  مربوطه است را تعیین کرد. ايفرضیهفضاي  ياندازهرا که  |H|براي این کار، لازم است که 

 �3 ايفرضـیهدر این فضـاي  |H| ياندازهرا در نظر بگیرید.  شودمیعبارات منطقی تعریف  nرا که بر روي عطف  H ايفرضیهحال فضاي 

شـامل  آن را ، فرضـیه نقـیضشـودمیشامل  آن را است. توجه داشته باشید که هر عبارت ممکن است در فرضیه سه حالات داشته باشد: فرضیه

  تعریف کنیم. هاآن روي فرضیه �3یم توانمیمتغیر داشته باشیم  nنظري نداده است. پس اگر آن  ، فرضیه در موردشودمی

|�|با اضافه کردن  =   .دیآیم به دستعبارت منطقی به صورت زیر  nیادگیري عطف  اينمونهمرز پیچیدگی  7,2 يابطهردر  �3

� ≥
1

�
����3 + ln �

1

�
��                                               (7.4) 

با خطـاي  ايفرضیهدرصد  95بیش از  درستی احتمال اعبارت و ب 10توصیفی با  یتابع هدف بخواهد یادگیري ،براي مثال اگر یک یادگیر سازگار

  ،خواهیم داشت که تصادفی لازم براي این کار خواهد بود آموزشی هاينمونهتعداد  که m براي ،درا یاد بگیر 1.کمتر از 

� =
�

.�
�10��3 + ln �

�

.��
�� = 140.  

بـا  m يرابطـهدارد. امـا  δ/1بـا  یتمیگارل يارابطهو  ε/1)، ياهیفرض(تعداد عبارات فضاي  nخطی و مستقیم با  يرابطه mتوجه دارید که 

متر از میزان محاسبات کلی چقدر است؟ البته محاسبات به نوع الگوریتم یادگیري وابسته است. با این وجود، تا زمانی که الگوریتم ما محاسباتی ک

محاسبات کل نیـز کمتـر از  مسلماًباشد،  آموزشی هاينمونهکل  ايچندجملهباشد و کل محاسبات نیز کمتر از  داشته براي هر نمونه ايچندجمله

  خواهد بود. هانمونهتعداد  ايچندجمله

است،  Find-S الگوریتممورد بحث قرار گرفت. این  2که شرایط لازم را دارد در فصل  ییهاتمیالگوردر یادگیري عطف عبارات منطقی، یکی از 

اشتراك بـین عبـاراتی  ، الگوریتمجدید مثبت آموزشی ينمونه. براي هر کندمیمحاسبه آموزشی را  هاينمونهسازگار با  يفرضیه نیترخاصکه 

 nکلاس مفاهیم عطفی  Find-S. بنابراین، الگوریتم کندمیمحاسبه  nخطی با  يرابطهآموزشی جدید را در زمانی با  ينمونهفعلی و  يفرضیه

  .گیردمییاد  PACعبارت منطقی و نقیضشان را به فرم 
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عطـف عبـارات منطقـی اسـت توسـط الگـوریتم  يمجموعـهکه  Cکلاس  .عطف عبارات منطقی PACقابلیت یادگیري  7,2 يقضیه

Find-S  با استفاده ازH=CFind-S  قابل یادگیريPAC .است  

مستقل است. بـراي  size(c)و از  ياچندجمله ε/1و  δ/1م نسبت به یهکلاس مفا این اينمونهپیچیدگی  دهدمی نشان 7,4 يرابطهاثبات. 

 size(c)و  ε/1و  δ/1و مسـتقل از  nنیاز به تلاشی متناسب خطی بـا  Find-S، الگوریتم یآموزش ينمونههر  يپردازش مرحله به مرحله

  است. PAC يرییادگ، قابل Find-Sتم یم توسط الگورین این کلاس مفاهیخواهد داشت. بنابرا

  مفهوم هايکلاسدیگر  PACقابلیت یادگیري  7,3,3

. در بالا این کندمیارائه  Cکلاس معلوم کلی براي محدود کردن پیچیدگی یادگیري توابع مفهوم  ياهیپا 7,2 يرابطهکه در بالا دیدیم،  طورهمان

 اينمونـهمفهـوم پیچیـدگی  هايکلاسنشان داد که بسیاري از  توانمیرابطه را براي کلاس عطف عبارات منطقی به کار بردیم. به طور مشابه 

  )7,2دارند. (تمرین  ايچندجمله

  بدون بایاس یادگیرهاي 7,3,3,1

کـه تمـامی  را C ينشـدهمحدودي ندارند. براي مثـال کلـاس مفـاهیم بایـاس  7,2 يرابطهبا  اينمونهمفهوم مرز پیچیدگی  هايکلاس يهمه

، Xتـوانی  يمجموعـههمـان  فیتعرقابـلتمامی مفـاهیم هـدف  C يمجموعه. در نظر بگیرید را گیردمی را در بر Xبر روي  میتعلقابلمفاهیم 

|�|، خواهد بود که X يهارمجموعهیزتمامی  يمجموعه = متغیـر منطقـی تعریـف شـوند،  nبـا  Xدرون  هاينمونـهه  . فرض کنید ک|�|2

|�|بنابراین خواهیم داشت که،  = |�|خواهیم داشت که  نیبنابرا �2 = 2��
یـادگیري،  ينشـده. البته براي یادگیري چنین کلاس بایاس 

|�| يگذاریجا. با H=Cبدون بایاس استفاده کند  ايفرضیهخود یادگیر نیز باید از فضاي  = 2��
بـراي  اينمونـهپیچیدگی  7,2 يرابطهدر  

  .شودمیمشخص  Xیادگیر مفاهیم بدون بایاس روي 

� ≥
1

�
�2���2 + ln �

1

�
��                                               (7.5) 

دارد. با وجـود  PACل در مد (exponential)نمایی  اينمونهپیچیدگی  7,2 يرابطه بنا بربنابراین، این کلاس بدون بایاس از مفاهیم هدف 

کـه ایـن مـرز  شودمیاما در حقیقت اثبات  داندیم nبا اغراق براي کلاس مفاهیم بدون بایاس را توانی از  اينمونهپیچیدگی  7,2 يرابطهاینکه 

  نیست. زیآماغراق

  k-CNFو  k-term DNFمفاهیم  7,3,3,2

را در زمـانی  هـاآن تـوانمیدارنـد امـا بـا ایـن وجـود ن ايچندجملـه اينمونـهمفاهیمی را پیدا کرد که پیچیدگی  هايکلاس توانمیهمچنین 

اسـت.  term DNF)-(k 10 ياجملـه k، کلاس مفاهیم فـرم نرمـال فصـلی ییهاکلاسجالب چنین  يهامثالیکی از  .یاد گرفت ايچندجمله

��⋁��به فرم  k-term DNFعبارات  ⋁ … . با این فرض که است شانیهاضینقویژگی منطقی و  nعطفی از  ��هستند که در آن  ��⋁

H=C تون به راحتی نشان داد که  می|H|  خواهد بود (زیرا که  ��3حداکثرk  3حالت دارند). توجه دارید که  �3جمله داریم که هرکدام�� 

                                                      

10 k-term disjunctive normal form 
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��است زیرا که در شرایطی که  Hتخمین بالایی از  = از مرز حـداکثري  توانمی. با این وجود میشماریم دو باراست را  ��از  تریکل ��و  ��

|H|  خواهیم داشت، 7,2 يرابطهاستفاده کرد، با جایگذاري در  اينمونهبراي پیدا کردن مرز حداکثري پیچیدگی  

m ≥
1

ε
�nkln3 + ln �

1

δ
��                                       (7.6) 

 اينمونهاست. با این وجود که پیچیدگی  kو  ε ،1/δ ،n/1از  ياياچندجمله k-term DNF اينمونهکه پیچیدگی  دهدمیاین رابطه نشان 

نشان داد که این مسئله یادگیري معادل دیگـر مسـائل  توانمینیست، زیرا  ايچندجملهاست، پیچیدگی محاسباتی از درجه  ايچندجملهاز درجه 

 ايچندجملـهپیچیدگی  k-term DNF). بنابراین، با وجود اینکه RP=NPنیستند (مگر اینکه  حلقابل ايچندجملهاست که در زمان  یادگیري

  نخواهد بود. ايچندجمله يدرجهاز  H=Cدارد، اما پیچیدگی محاسباتی آن براي یادگیري که در آن 

نیسـت، امـا بـا ایـن حـال کلـاس مفـاهیم  PACاین است که با وجود اینکه این کلاس قابل یادگیري  k-term DNFحقیقت جالب در مورد 

پیچیـدگی محاسـباتی  تـربزرگمفـاهیم  هـايکلاساست! این از ایـن جهـت ممکـن اسـت کـه  PACوجود دارد که قابل یادگیري  يتربزرگ

است: عطف عبارات با تعداد  k-CNF يهاشینماکلاس  تربزرگاین کلاس  .دارد ايچندجمله اينمونهو پیچیدگی  دارند هانمونهاز  ايچندجمله

��⋀��دلخواه به فرم  ⋀ …  يزیرمجموعـه k-DNF  ویژگی منطقی است. نشان دادن این حکم که kفصلی از حداکثر  ��که در آن  ��⋀

k-CNF  هر عبارت  توانمیاست بسیار ساده است زیرا کهk-DNF  را به سادگی با یک عبارتk-CNF  بازنویسی کرد (بـرعکس ایـن قضـیه

و هـم پیچیـدگی محاسـباتی  ايچندجمله اينمونهاست، هم پیچیدگی  ترشامل k-DNFنسبت به  k-CNF که      قرار نیست). با این وجودبر

است. بـراي  PACقابل یادگیري  کندمیاستفاده  H=k-CNFکه از  يايریادگیبا الگوریتم  k-DNFدارد. بنابراین، کلاس مفاهیم  ايچندجمله

  مراجعه کنید. (Kearns and Vazirani 1994)به  ترقیدقبحث 

  بیکران ايفرضیهبراي فضاهاي  اينمونهپیچیدگی  7,4

 يرابطـهاست. با وجود اینکه  ايفرضیهفضاي  ياندازهمتناسب با لگاریتم  PACبراي یادگیري  اينمونهدر بخش بالا نشان دادیم که پیچیدگی 

ضـعیفی  مرزهايوجود دارد. ابتدا اینکه ممکن است به  |H|بر اساس  اينمونهبسیار مفیدي است اما دو اشکال در بیان پیچیدگی  يرابطه 7,2

بیکران به طور  ايفرضیهاي از یک باشد). دوم اینکه در فض تربزرگ یتوجهقابلبه شکل  |H|د براي مقادیر بزرگ توانمی δختم گردد (مقدار 

  استفاده کرد. 7,2 يرابطهاز  توانمیکلی ن

) را معرفی خواهیم کـرد. VC(H)یا  VC H(به اختصار بعد  Vapnik-Chervonenkis Hبه نام بعد  Hدر اینجا معیار دیگري از پیچیدگی 

بیان کرد. در بسیاري از موارد، مرز پیچیدگی بـر  |H|به جاي  VC(H)مرز پیچیدگی را با معیار  توانمیکه در ادامه نیز خواهیم دید،  طورهمان

بیکـران  ايفرضیهبسیاري از فضاهاي  اينمونهخواهد بود. به علاوه این مرز امکان بررسی پیچیدگی  7,2 يرابطهاز مرز  تريقو VC(H) يهیپا

  .کندمیرا نیز فراهم 
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  هانمونهاز  ايمجموعهخرد کردن  7,4,1

مشخص شوند  Hند به کلی با توانمیکه  Xمتمایز  هاينمونهو بلکه بر اساس تعداد  |H|را نه بر اساس  H ايفرضیهپیچیدگی فضاي  VCبعد 

  .کندمی بیان

مانند  هانمونهاز  ايزیرمجموعه را مشخص کنیم. 11هانمونهاز  ايمجموعهبیایید ابتدا نمادگذاري خرد کردن  کردن این نمادگذاري، ترقیدقبراي 

� ⊆ را بـه دو  H Sدر  h يفرضـیه. هـر دهـدمیشامل سه نمونـه را نشـان  Xاز  ايزیرمجموعه 7,3را در نظر بگیرید. براي مثال، شکل  �

�} يهامجموعـه ؛ ایـن دو مجموعـه،کنـدمیمجموعه تقسـیم  ∈ �|ℎ(�) = �}و  {0 ∈ �|ℎ(�) = بـا معلـوم بـودن هسـتند.  {0

را  H ،S گـوییممیرا نتوانند ایجاد کنند نوشت. زمـانی  هاآنممکن بعضی از  Hتقسیم دوتایی مختلفی که اعضاي  |�|2 توانمی S يمجموعه

  .نمایش داد Hاز  ايفرضیه را بتوان با Sدوتایی  يهامیتقسکه براي هر یک از  کندمیخرد 

سـازگار وجـود داشـته  ايفرضیه Sاگر و فقط اگر براي هر تقسیم دوتایی  شودمیخرد  H ايفرضیهبا فضاي  S هاينمونه يمجموعه تعریف.

  باشد.

تقسیم دوتـایی  �2. توجه دارید که براي هر یک از شودمی خرد ايفرضیهکه توسط فضاي  دهدمیاز سه نمونه را نشان  ايمجموعه 7,3شکل 

  وجود دارد. ايفرضیهاین سه نمونه 

) بـر روي ياییدوتـا(تقسـیم  ايفرضـیهخرد نشود، بـدین معناسـت کـه  ايفرضیهتوسط یک فضاي  هانمونهاز  ايمجموعهتوجه دارید که اگر 

معیاري  هانمونهاز  ايمجموعهبراي  ايفرضیهقدرت خرد کردن یک فضاي  نشان داد. ايفرضیهبا فضاي  آن را توانمیوجود دارد که ن هانمونه

  ست.هانمونهبراي نمایش مفاهیم تعریف شده بر روي این مجموعه از  ايفرضیهقدرت نمایش این فضاي  از

  Vapnik-Chervonenkisبعد  7,4,2

گفتـه شـد،  2آنچه در فصـل با توجه به  دارد. ايفرضیهنزدیکی با بایاس استقرایی یک فضاي  يرابطه هانمونهاز  ايمجموعهقدرت خرد کردن 

را نمـایش  ينمونهروي فضاي  فیتعرقابلدوتایی)  يهامیتقستمامی مفاهیم ( دتوانمیاست که  ايفرضیهبدون بایاس فضاي  ايفرضیهفضاي 

 يمجموعهاینکه هر قدر زیر رسدمیرا خرد کند چه؟ به نظر  Xبزرگی از  يزیرمجموعهرا خرد کند، اما در مقابل بتواند  Xنتواند  Hبدهد. اما اگر 

  معیار زیر است. ترقیدقبه طور  Hي  VCخواهد بود. بعد  ترشاملنیز  Hباشد،  تربزرگ X يخردشده

 يشـده انـدازهتعریـف  X اينمونـهکـه بـر روي فضـاي  H ايفرضـیه، براي فضـاي Vapnik-Chervonenkis ،VC(H)بعد  تعریف.

را خـرد کنـد خـواهیم داشـت،  Xدلخـواه  يمجموعـهبتوانـد هـر زیر Hاگـر  .شـودمی خرد Hاست که با  X دارکران يمجموعهزیر نیتربزرگ

VC(H)≡∞.  

(�)��داریم  دارکرانهاي  Hتوجه دارید که براي تمامی  ≤ log� (�)��. براي درك این رابطه فرض کنید داریم |�| = . پـس �

H  محض براي خرد کردن  يفرضیه �2بهd  2نمونه احتیاج خواهد داشت، پس� ≤ �و  |�| = ��(�) ≤ log� |�|.  

                                                      

11 shattering a set of instances 
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  چندین مثال 7,4,2,1

اعـداد حقیقـی  يمجموعـه Xرا در نظر بگیرید. براي شـروع، فـرض کنیـد کـه  ايفرضیه، چند نمونه فضاي VC(H)براي پیدا کردن درکی از 

�X= و کندمیاست (که قد افراد را توصیف (H اعداد حقیقی است. به عبارت دیگر  يهابازه يمجموعهH است که به  هاییفرضیه يمجموعه

 نیتـربزرگ، بایـد سـؤالدر اینجـا چیسـت؟ بـراي جـواب بـه ایـن  VC(H). انـدیقـیحقنیز اعداد ثابـت  bو  aو  شوندمیبیان  a<x<bفرم 

 را در نظـر بگیریـد. آیـا S={3.1,5.7}د حقیقی مثل دو عضوي خاصی از اعدا يزیرمجموعهخرد شود.  Hرا پیدا کنیم که با  X يمجموعهزیر

ایـن  .دهنـدیماین کار را انجام  (x<7>1)و  (4<x<7)، (1<x<4)، (x<2>1) يفرضیهخرد کرد؟ بله، براي مثال چهار  Hرا با  S توانمی

نجـایی کـه آاز  .دهنـدیم، یکی و هر دو نمونه، را نمایش کدامچیهرا، مثل دربر داشتن  Sدو عضوي  يهامیتقسچهار مجموعه با هم هر یک از 

آن  Hسه وجود دارد کـه  ياندازهبا  ايمجموعهحداقل دو خواهد بود. اما آیا  VC(H)خرد شود پس  Hدو عضوي پیدا کردیم که با  ايمجموعه

� يمجموعهخرد کند؟  را = {��, ��, ��ون از دسـت دادن کلیـت فـرض کنـیم کـه دلخواه را در نظر بگیرید. بد ينمونهبا سه  {�� <

�� < را در بـر  ��را در برگرفتـه و  ��و  ��کـه  يايعضـودو  تقسـیم خرد کرد، زیرا که توانمی. واضح است که این زیرمجموعه را ن��

.  توجه دارید که در اینجا VC(H)=2خرد کرد و  توانمیسه عضوي را ن يمجموعهبا یک فرضیه نشان داد. بنابراین، هیچ زیر توانمیرا ن نگیرد

H  بیکران وVC(H) است. دارکران  

خطی بر روي این صفحه است.  يریگمیتصمتمام سطوح  H). فرض کنیم 7,4باشد (شکل  x-y يصفحهمجموعه نقاط روي  Xفرض کنید که 

ي  VCمراجعه کنید). بعـد  4به فصل  تریکلي بحث متناسب با یک واحد پرسپترون با دو ورودي است (برا ايفرضیهفضاي  Hبه عبارت دیگر، 

H ايفرضیهبا فضاي  توانمی درك اینکه هر دو نقطه در فضا را چیست؟ H کـه  شـودمی خرد کرد بسیار آسان است، زیرا که چهـار خـط پیـدا

خـط  �2تا زمانی که نقاط بر روي یک خط نیستند،  چه؟ يانقطهسه  يهامجموعه، یکی و یا هردو نمونه را در بر بگیرند؟ اما در مورد کدامچیه

سـتیم در توانمیخرد کرد (به همان دلیل کـه ن توانمین روي یک خط را ينقطهسه  يمجموعهپیدا خواهیم کرد که مجموعه را خرد کند. البته 

ست، دو یا سه؟ حداقل سه اسـت. تعریـف چند ا VC(H)در چنین شرایطی  از روي خط حقیقی را خرد کنیم). اينقطهسه  يمجموعهمثال قبل 

(�)��خرد کرد داریم که  Hبا  آن راعضوي را پیدا کنیم که بتوان  d ايمجموعهکه اگر بتوانیم  گویدمی VCبعد  ≥ . براي نشـان دادن �

(�)��اینکه  < چهـار عضـوي را  يمجموعـهدر این مثال، هـیچ  خرد کرد. Hبا  توانمیعضوي را ن d يمجموعهباید نشان دهیم که  �

پرسپترونی  VCبعدي (بعد  rسطوح تصمیم خطی در فضاي ي  VCنشان داد که بعد  توانمیبه طور کلی  .VC(H)=3پس  خرد کرد توانمین

  است. r+1ورودي)  rبا 

  

  است. x-y ،3 يصفحهسطوح تصمیم خطی در ي  VCبعد  7,4شکل 

(a) شودمیاز سه نقطه که با سطوح تصمیم خطی خرد  ايمجموعه .(b) با سطوح تصمیم خطی خرد کرد. آن را توانمیاز سه نقطه که ن ايمجموعه  
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 هانمونـهعطف حداکثر سه عبـارت منطقـی  H يفرضیهبا عطفی از سه عبارت منطقی، و هر  Xفرض کنید که هر نمونه از  به عنوان مثال آخر،

و  ��، ��سه بیتی متناسب بـا عبـارات  يارشتهرا با  هانمونهاست. هر یک از  3نشان داد که این مقدار حداقل  توانمیچیست؟  VC(H)باشد. 

  زیر را در نظر بگیرید: اينمونهسه  يمجموعه. دهیممینشان  ��

���������: 100 

���������: 010 

���������: 001 

سـاخت: اگـر  ايفرضـیهبـه فـرم زیـر  توانمیخرد کرد، زیرا که براي هر تقسیم دوتایی  Hبا  توانمیرا  هانمونهسه عضوي از  يمجموعهاین 

را  ���������را در نظر بگیرید کـه  ايفرضیهبراي مثال  را به فرضیه اضافه کن. ��¬ گیردمیرا در بر ن ��������� ينمونه ايفرضیه

این بحـث را  براي این حالت استفاده خواهیم کرد.  ��¬⋀��¬ يفرضیه. از گیردمیرا دربر ن ���������و  ���������ربرگرفته اما د

است  ترسختاست، اما نشان دادن این کار کمی  n دقیقاًدر این حالت  VC(H)ویژگی تعمیم داد. در واقع،  nویژگی به  3به سادگی از  توانمی

  خرد شود. Hوجود ندارد که با  يايعضو n+1 يمجموعهزیرا باید نشان دهیم که 

  VCو بعد  اينمونهپیچیدگی  7,4,3

آموزشی براي اینکه  ينمونه(چه تعداد  "کافی است؟ C هايفرضیهتصادفی براي تخمین یکی از  ينمونهچه تعداد " سؤالقبلی  يهاقسمتدر 

 توانمیچگونه  Hبه عنوان معیاري براي پیچیدگی  VC(H)را بررسی کردیم. با استفاده از  باشد؟) ε-exhaust ضاي ویژهف (δ-1)با احتمال 

 Blumer et)بیان کردیم. این مرز جدید به فرم زیر اسـت (بـه  7,2 يرابطهبا مرز  ترشیپپیدا کرد، مشابه آنچه  سؤالجوابی دیگر براي این 

al. 1989) (مراجعه کنید  

� ≥
1

�
(4 log� �

2

�
� + 8��(�) log�(

13

�
))                             (7.7) 

برابر رابطه خطی  با لگاریتمخطی  يرابطهمتناسب است. اما به جاي  δ/1با لگاریتم  mلازم  هاينمونهتعداد  7,2 يرابطهمشابه توجه دارید که 

، VC(H)، ايفرضـیهمعیـار جـایگزین پیچیـدگی فضـاي  که در مرز قبلی بـود بـا  |ln|H يجمله، است که توجهقابلمتناسب است.  ε/1 با

(�)��. (توجه دارید که است جایگزین شده ≤ log� |�|.(  

دلخواه یاد بگیـریم را معلـوم  δو  εبا  PACرا به طور  C يفرضیهآموزشی لازم براي اینکه هر  هاينمونهکران بالایی براي تعداد  7,7 يرابطه

  مراجعه کنید). (Ehrenfeucht et al. 1989)است (به  ریپذامکانزیر  يقضیهپیدا کردن کران پایین براي این تعداد با استفاده از  .کندمی

(�)��براي آن داریـم که  Cکلاس مفاهیم دلخواه  .اينمونهکران پایین پیچیدگی  7,3 يقضیه ≥ 0و  Lیـادگیر دلخـواه  ،2 <

� <
�

�
0و   < � <

�

���
  کمتر از Lوجود دارد که اگر  Cدر  cو مفهوم هدفی مثل  �را در نظر بگیرید. توزیعی مثل  

��� �
1

�
log �

1

�
� ,

��(�) − 1

32�
� 

(ℎ)������که  دهدمیرا خروجی  ايفرضیه δ ،Lتعداد نمونه را مشاهده کرده باشد، با احتمال حداقل  > �.  



 یمحاسبات يریادگیفصل هفتم :  17

 

غیربـدیهی را بـه طـور  Cد تمامی مفاهیم هدف توانمیآموزشی بسیار کم باشد، هیچ یادگیري ن هاينمونهاگر تعداد  که دهدمیاین قضیه نشان 

PAC  يکننـده، این مرز کامـلکندمیموفق را ارائه  يریادگیآموزشی براي  هاينمونهیاد بگیرد. بنابراین، این قضیه کران پایینی بر روي تعداد 

، در شـودمیبیـان  Cآموزشی است. توجه دارید که این کران پایین با پیچیدگی کلاس مفـاهیم  هاينمونهکران بالاي ذکر شده براي تعداد کافی 

  . (چرا؟)شدیمتعیین  Hحالی که کران بالا با 

 VC(H)لگاریتمی و با  يرابطه δ/1کافی محکم است. هر دو کران با  ياندازهبه  7,7که کران بالاي نامساوي  دهدمیاین کران پایین نشان 

  است. log(1/ε)در این دو کران وابستگی کران بالا به  ماندهیباق يهاتفاوتخطی دارند. تنها  يرابطه

  عصبی يهاشبکهبراي  VCبعد  7,4,4

عصبی تک سویه که  هايشبکهاز واحدهاي مرتبط، مثل  ايشبکه VC، تعیین بعد 4عصبی مصنوعی از فصل  هايشبکهداشتن بحث  در نظربا 

هاي شـبکه VCبعـد  يمحاسبهاز  ايکلی ينتیجه، جالب خواهد بود. این بخش شوندمیآموزش داده  backpropagationتوسط فرایند 

آموزشی لـازم  هاينمونهبراي محدود کردن  توانمیرا  VCاین بعد  .کندمیرا ارائه  واحدها خود VCبعد اساس ساختار شبکه و  بدون دور را بر

کتاب ایـن بخـش را بـدون از  يمطالعهید در اولین توانمیبه کاربرد.  δو  εتک سویه براي مقادیر دلخواه  يشبکهدرست  تقریباًبراي یادگیري 

  دست دادن پیوستگی مطلب نخوانید.

جهـت دارنـد  شیهـاالیگرافی اسـت کـه  13بدون دور 12دارجهتیک گراف د. متشکل از واحدها با گراف بدون دور را در نظر بگیری G يشبکه

 يهاالیکرد که تمامی  يبندمیتقسرا بتوان به صورتی  شیهاگرهگرافی است که  14ياهیلاورودي و خروجی هستند) و دور ندارد. گراف  واحدها(

 دارجهت يهاگراف، مثالی از چنین 4عصبی تک سویه در فصل  يشبکهبروند. گراف  l+1 يهیلا يهاگرهبه  lلایه  يهاگرهخروجی از  دارجهت

  بدون دور است. ياهیلا

بـراي فرمولـه  محدود کرد. شانسازنده يهیاول يواحدها VCی را بر اساس ساختارشان و بعد هایشبکهچنین  VCبعد  توانمی که شودمیثابت 

است و ایـن شـبکه تنهـا  G يشبکه يهايورودتعداد  nکردن این حقیقت، باید ابتدا چندین عبارت دیگر را تعریف کنیم. بیایید فرض کنیم که 

 ورودي داشـته و از تـابعی منطقـی مقـدار r(هر واحدي که ورودي نباشـد) حـداکثر  ��، Gداخلی  يواحدهافرض کنیم که  یک خروجی دارد.

��: �� →  ياآسـتانهکلـاس توابـع خطـی مقـدار  Cداخلی پرسپترون باشـند  يواحدهااستفاده کند. براي مثال اگر  Cاز کلاس توابع  {0,1}

  خواهد بود. ��تعریف شده بر روي 

یکـی از  G يشبکهبا این فرض که هر واحد  د به کار ببردتوانمی Gرا به عنوان کلاس تمام توابعی که شبکه  Cي  G١٥ترکیب یم توانمیحال 

 شینمـاقابل G يشـبکهاست که توسط  ايفرضیهفضاي C ي  Gبه طور خلاصه، ترکیب  .تعریف کرد را مورد استفاده قرار دهد Cتوابع کلاس 

  است.

  .کندمیمحدود  Gو ساختار  Cي  VCرا بر اساس بعد  Cي  Gترکیب  VCزیر بعد  يقضیه

                                                      

12 directed 
13 acyclic 
14 layered graph 
15 G-composition 
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مراجعـه کنیـد).  (Kearns and Vazirani 1994)بدون دور. (براي اطلاعات بیشـتر بـه  ياهیلا دارجهت هايشبکه VC. بعد 7,4 يقضیه

�گره ورودي و  nبدون دوري با  ياهیلا دارجهتگراف  Gفرض کنید  ≥ نیز کلاس مفـاهیم روي  Cورودي است و  rگره داخلی با حداکثر  2

متناسب با دسـته  Cي  Gترکیب  ��گره داخلی است. اگر s است که متناسب با دسته توابع قابل توصیف توسط هر یک از  VC ،dبا بعد  ��

(��)��باشد، داریم که  Gتوابع قابل توصیف با  ≤ 2�� log(��)  که در این رابطهe لگاریتم طبیعی (عدد نپر) است. يهیپا  

 يآسـتانه، تعداد واحـدهاي sلگاریتمی با  يرابطهو  شیواحدهاتک  dي  VCخطی با بعد  يرابطه G يشبکه VCتوجه دارید که این مرز بعد 

  شبکه دارد.

 rگفتـه شـد، پرسـپترون  4. با توجه به آنچه در فصل اندافتهیپرسپترون تشکیل  يهاگرهاز  بدون دوري را در نظر بگیرید که ياهیلا هايشبکه

�ورودي از سطوح تصمیم خطی براي نمایش توابع منطقی بر روي 
�

نیـز گفتـه شـد، بعـد  7,4,2,1کـه در بخـش  طورهمان. کندمیاستفاده  

VC  ي  سطوح تصمیم خطیي�
�

 ،r+1  است. بنابراین، یک تک پرسپترون بـاr  ورودي بعـدVC  يr+1 خواهـد داشـت. از ایـن حقیقـت 

  ورودي استفاده کرد، rپرسپترون هر کدام با  sشامل  ياهیلا ايشبکه VCالا براي محدود کردن بعد ب يقضیهبه همراه  توانمی

VC�C�
�����������

� ≤ 2(r + 1)s log(es) 

�C) هـر مفهـوم هـدف (δ-1)آموزشی کافی براي یادگیري (با احتمال حـداقل  ينمونه mتعداد  توانمی حال
�����������

 εرا بـا خطـاي  

  خواهیم داشت، 7,7 يرابطهشبکه در  VCبالا براي  يرابطه يگذاریجامشخص کرد. با 

� ≥
1

ε
�4 log �

2

δ
� + 8VC(H) log �

13

δ
��                                                            

≥
1

ε
�4 log �

2

δ
� + 16(r + 1)slog(es) log �

13

δ
��                             (7.8) 

ي  VCبالا از این نظر جالب است که متدي کلی براي محـدود کـردن بعـد  يقضیهنشاند داده شد،  رنپرسپت يشبکهکه با این مثال  طورهمان

در  ماًیمسـتقنتـایج بالـا  متأسـفانه .کنیممی تک واحد سازنده محدود VCبر اساس ساختار شبکه و بعد  را واحدهااز  ياهیلابدون دور و  ايشبکه

 هايشـبکهصـادق نیسـت، بـه دو دلیـل. اول اینکـه ایـن نتـایج بـراي  شـوندمی آموزش داده Backpropagationی که با هایشبکهمورد 

شده است. با این وجود، توجه دارید که بعد  يریگجهینتمورد استفاده است،  backpropagationپرسپترون، و نه واحدهاي سیگموید که در 

VC  بعد  ياندازهواحدهاي سیگموید حداقل به يVC  د پرسپترون را تا حد دلخـواه توانمی ه واحد سیگمویدواحدهاي پرسپترون است، زیرا کي

بدون دور واحـدهاي سـیگموید اسـت. مشـکل دوم  يهاشبکهحداقل مرز ممکن براي  mتخمین بزند. بنابراین، مرز بالا براي  هاوزنبا افزایش 

 يفرضیهبه  هاوزنرا شروع کرده و با تغییر هاي غیر صفر کار خود با وزن ايشبکهاز  Backpropagationاین است که  بالا ينتیجهتعمیم 

 يهـاوزنبـا  ییهاشبکه ترجیحبایاسی استقرایی با  cross-validationبا معیار توقف  Backpropagation. بنابراین، رسدمی قبولقابل

  در بررسی بالا در نظر گرفته نشده است. دهدمی را کاهش VC يمؤثردارد. این بایاس استقرایی که به طور  ترکوچک



 یمحاسبات يریادگیفصل هفتم :  19

 

  مدل یادگیري مرز خطا 7,5

 را در نظـر سؤالات دیگر دیگر و يهامسئلهتمرکز کردیم، تئوري یادگیري محاسباتی تعریف  PACبا وجود اینکه ما بیشتر بر روي مدل یادگیري 

سـوم  يمشـاهدهیـادگیري ( هاينمونـهایجـاد  ينحـوهختلفی که مورد مطالعه قرار گرفته اسـت در یادگیري م يهامسئلهتعریف  .گیردمی دربر

 گرفتـه ادی دقیقاً(با خطا یا بدون خطا)، تعریف موفق (مفهوم هدف باید  هادادهتصادفی، انتخاب آزمایش توسط یادگیر)، نویز  هاينمونه 16صشخ

Cو اینکه  اينمونهیادگیر (شامل توزیع  يهافرضشود)،  گرفته ادییا با احتمال خاصی  تقریباًشود یا اینکه  ⊆ ) و معیاري کـه بـا آن یـادگیر �

  .اندمتفاوت، زمان کل یادگیري) هااشتباهآموزشی، تعداد  هاينمونه(تعداد  شودمیارزیابی 

خـواهیم  شـودمیدرسـت ارزیـابی  يفرضیهرایی به قبل از همگ شیهااشتباهدر این بخش به مدل یادگیري مرز خطا، که در آن یادگیر با تعداد 

 خواهیممی . با این وجود، در اینجاکندمیآموزشی را دریافت  هاينمونهاز  ايسريیادگیر  کنیممی، فرض PAC يمسئلهمشابه تعریف  پرداخت.

 سؤالکند.  بینیپیش) دهندهآموزشرا (قبل از معلوم شدن مقدار درست هدف توسط  c(x)مقدار تابع هدف  x ينمونهیادگیر قبل از دریافت هر 

در کاربرد عملی است، زیـرا  سؤالاهمیت این  "اشتباه خواهد کرد؟ بینیپیشیادگیر قبل از یادگیري مفهوم هدف چه تعداد "مطرح این است که 

براي مثال، اگر سیستم براي یـادگیري  ا.زجآموزشی م يمرحلهانجام شود، نه در استفاده واقعی است  در حالکه یادگیري باید زمانی که سیستم 

تقلبی هستند بـر اسـاس اطلاعـاتی کـه حـین اسـتفاده از  ییهاپرداختباید ثبت شود و چه ي  credit cart يهاپرداختاینکه چه  بینیپیش

که تعداد اشتباهات قبل از همگرایی به تابع هدف مینیمم شود. در اینجـا ، بنابراین علاقه خواهیم داشته شودمی طراحی کندمی يآورجمعسیستم 

  آموزشی داشته باشد. هاينمونهد اهمیت بیشتري نسبت به تعداد کل توانمیتعداد کل اشتباهات 

در شرایط خاص مختلفی مورد مطالعه قـرار داد. بـراي مثـال ممکـن اسـت تعـداد اشـتباهات قبـل از  توانمییادگیري مرز خطا را  يمسئلهاین 

قبل از اینکه یادگیر مفهـوم هـدف را دقیـق یـاد بگیریـد را در نظـر  هااشتباهزیر ما تعداد  يهامثالتابع هدف را بشماریم. اما در  PACیادگیري 

(�)ℎ(�∀)میل کنیم که  ايفرضیهدین معناست که به به طور دقیق ب . یادگیري مفهوم هدفگیریممی = �(�).  

  Find-Sالگوریتم  خطايمرز  7,5,1

ــاي  ــاره فض ــور، دوب ــراي تص ــیهب ــف  H ايفرض ــی  nعط ــارت منطق ��عب … ــانیهاضینقو  �� ــال  ش ــراي مث ــد (ب ــر بگیری را در نظ

Rich⋀¬Handsome .(الگوریتم Find-S  بـه یـاد  2را از فصـل  کـردیمـ آموزشی را محاسـبه هاينمونهفرضیه سازگار با  نیترخاصکه

  :آمدهدر زیر  H ايفرضیهبراي فضاي  Find-Sالگوریتم   يسازادهیپ نیترسرراستبیاورید. یکی از 

Find-S:  

��¬⋀��⋀��¬⋀��فرضیه  نیترخاصرا با  h يفرضیه …  اولیه کن. یمقدارده ��¬⋀��

 xمثبت  ينمونهبراي هر 

 را حذف کن. شدینمراضی  xرا که توسط  hهر عبارت 

 را خروجی بده. h يفرضیه

                                                      

16 passive 
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Find-S  که خطایی نخواهد داشت، به شرطی که  کندمی میل ايفرضیهبه طور حدي بهC⊆H  آموزشی نیز بدون خطا باشند. هايدادهباشد و 

Find-S  سپس به صورت پلکانی ایـن فرضـیه را کندمی) شروع کندمی بنديدستهرا منفی  هانمونهکه تمامی  ايفرضیهفرضیه ( نیترخاصبا ،

استفاده شده در اینجا، ایـن کلـی سـازي بـا حـذف  ايفرضیه. براي نمایش کندمی تریکلآموزشی مثبت  هاينمونهدر مواقع لازم براي پوشاندن 

  عبارات راضی نشده خواهد بود.

ز تعداد خاصی است؟ جـواب بلـی اسـت. بـراي کمتر ا cل از یادگیري دقیق مفهوم هدف قب Find-Sاثبات کرد که تعداد اشتباهات  توانمیآیا 

دلیل این اسـت کـه  نخواهد کرد. بنديدستهرا مثبت  ايمنفی ينمونه Find-S گاهچیه، آنگاه c∈Hدرك این، توجه کنید که اگر داشته باشیم 

تعداد اشتباهات، فقط بایـد اشـتباهاتی را کـه  يمحاسبهخاص است. بنابراین، براي  cمفهوم هدف  ياندازههمیشه حداقل به  hفعلی  يفرضیه

 ينمونـهچند بار اتفـاق خواهنـد افتـاد؟ اولـین  cاین گونه اشتباهات قبل از یادگیري کامل  را بشماریم. شودمی بنديدستهمنفی  مثبت، ينمونه

یادگیر  يهیاول يفرضیهیک اشتباه انجام خواهد داد، زیرا که  دقیقاًاین نمونه  بنديدستهر را در نظر بگیرید. یادگیر د Find-Sمثبت ارائه شده به 

عبـارت  nاولیه حذف خواهد شد و  يفرضیهعبارت  2n. با این وجود، نتیجه این خواهد بود که نصف کندمی بنديدستهرا منفی  هانمونهتمامی 

حذف خواهـد  h يفرضیهعبارت از  nحداقل یکی از این  شودمی بنديدستهکه به اشتباه منفی  مثبت بعدي ينمونهباقی خواهد ماند. براي هر 

 نیتـریکلـاین تعداد اشتباه در بدترین حالت رخ خواهد داد، یعنی از یادگیر بخـواهیم  خواهد بود. n+1شد. بنابراین، تعداد کل اشتباهات حداکثر 

بـه  کننـدمیی که در هر بار اشتباه فقط یـک عبـارت را حـذف هاینمونه، یعنی هانمونهرا یاد بگیرد بدترین سري  c(x)=1(x∀)مفهوم هدف 

  یادگیر داده شود.

  Halvingالگوریتم  خطايمرز  7,5,2

، و پلکانی در این فضاي ویژه با برخورد بـا گیردمیز فضاي ویژه یاد به عنوان مثال دوم، الگوریتمی را در نظر بگیرید که با نگه داشتن توصیفی ا

ــه ــد  هاينمون ــتجدجدی ــدمی دنظری ــايالگوریتم. کن ــل  List-Then-Eliminateو  Candidate-Elimination ه ــین  2در فص چن

را بـراي  دهـدمیکـه چنـین یـادگیري انجـام  ییهااشـتباهرا روي تعـداد  17در ایـن بخـش مـرز بـدترین حالـت ممکـن ی هستند.هایالگوریتم

  .کنیممی ، محاسبهمیریبگ ادی دقیقاً، دوباره با فرض اینکه تابع هدف را باید Hمحدود  ايفرضیه فضاي

. بیاییـد کنـدمی بینیپیشجدید را  ينمونه بنديدستهچگونه  دقیقاًبراي بررسی تعداد اشتباهات حین یادگیري، ابتدا بادید تعیین کنیم که یادگیر 

جدیـد  ينمونهفضاي ویژه   هايفرضیه. اگر اکثر گیردمیفضاي ویژه فعلی انجام  هايفرضیهدر بین  يریگيرأبا  بینیپیشفرض کنیم که این 

  یادگیر منفی خواهد بود. بینیپیشیادگیر نیز خواهد بود. در غیر این صورت  بینیپیش، بینیپیش کنند، بنابراین این بنديدستهرا مثبت 

. مـاکزیمم تعـداد شـودمینامیده  Halvingبعدي، گاهی الگوریتم  هايبینیپیشاکثریت براي  يرأاین ترکیب یادگیري فضاي ویژه، به همراه 

فهـوم هـدف، م 18"دقیق"محدود دلخواه قبل از یادگیري مفهوم هدف چیست؟ توجه دارید که یادگیري  Hبراي  Halvingاشتباهات الگوریتم 

وجـود  Hدر  cکه مفهـوم هـدف  کنیممی متناسب با رسیدن به حالتی است که فضاي ویژه فقط شامل یک فرضیه شود. (مشابه معمول،  فرض

  دارد).

                                                      

17 wose-case bound 
18 exact 
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جدید را  ينمونه اشژهیوکه اکثریت فضاي  کندمیفقط زمانی اشتباه  Halvingالگوریتم  آوردن مرز خطا، توجه داشته باشید که به دستبراي 

 ياندازهفضاي ویژه حداقل به نصف  ياندازه، شودمیجدید براي یادگیر آشکار  بنديدستهکنند. در چنین شرایطی، هنگامی که  بنديدستهاشتباه 

یژه حداقل به نصـف فضاي و ياندازه. با معلوم بودن اینکه با هر اشتباه )مانندیماقلیت بودند باقی  که هاییفرضیه(فقط  ابدییمکاهش  اشیفعل

عضو داشته، حداکثر اشتباهات ممکن قبل از اینکه فضاي ویژه فقط یک عضـو  |H|اولیه فقط  يویژهو با دانستن اینکه فضاي  ابدییمکاهش 

�logداشته باشد  �log⌋نشان داد که مقدار این مرز  توانمیاست. در واقع  |�| اسـت.  H|=7|است. براي مثال، فرض کنیـد کـه  ⌊|�|

  کاهش خواهد داد. 1به  آن را ياندازهو دومین اشتباه  3را به  |H| ياندازهولین اشتباه ا

�log⌋توجه دارید که مرز   .ردیـبگ ادیـبدون هیچ اشتباهی مفهوم هـدف را  Halvingمرز بدترین حالت است، و ممکن است الگوریتم  ⌊|�|

اشتباه، اقلیت، را حـذف خواهـد کـرد. اگـر چنـین  هايفرضیهاکثریت درست است، الگوریتم  يرأدلیل این حقیقت این است که حتی زمانی که 

  اتفاقی پیاپی در طول سري آموزش رخ بدهد، بنابراین ممکن است بدون هیچ اشتباهی فضاي ویژه به یک عضو کاهش داده شود.

 يریـگيرأبیز، کـه از  ينهیبه يکننده بنديدسته 6ت. فصل سهافرضیه يرأقائل شدن وزن براي  Halvingالگوریتم یکی از تغییرات جالب 

 يهیـثانوبیز، وزن نسبت داده شده به هر فرضیه احتمال  ينهیبه يکننده بنديدستهدر  .کندمیرا معرفی  کندمیاستفاده  هافرضیهمیان  داروزن

 داروزن يریـگيرأ يهیپااین بخش الگوریتمی متفاوت بر  يادامهآموزشی است.  در  هايداده يمشاهدهتخمینی توصیف مفهوم هدف به شرط 

  معرفی خواهیم کرد. Weighted-Majorityرا به نام  دیگري

  خطاي بهینه مرزهاي 7,5,3

، تعیـین کـرد. تعیـین اینکـه مـرز Candidate-Eliminationو  Find-Sبررسی بالا مرز بدترین حالت اشتباه را براي دو الگوریتم خاص، 

جالب خواهد بود. منظور از مرز خطاي بهینه، کمترین مرز خطاي بدترین حالت  H=Cبا فرض اینکه  Cخطا براي کلاس مفاهیم دلخواه  ينهیبه

 Aرا ماکزیمم خطاي  (�)�� cو مفهوم هدف  A، براي یادگیري الگوریتم ترقیدقیادگیري ممکن است. به عبارت  هايالگوریتمبراي تمامی 

 کنیممـیغیر تهی تعریف  ايفرضیه. حال براي هر کلاس کنیممیتعریف  cآموزشی براي یادگیري دقیق  هاينمونهممکن  يهايسردر تمامی 

(�)��که  ≡ max
�∈�

(�)�������نشان دادیم که  در بالاتوجه دارید که  . (�)�� = � + کلـاس مفـاهیم  Cبا این فرض کـه  1

(�)��������ویژگی منطقی باشد. همچنین نشان دادیم که  nعطف حداکثر  ≤ log�(|�|)  مفهوم  هايکلاسبراي تمامیC .است  

  .کنیممیبه فرم زیر تعریف  Cخطاي بهینه را براي کلاس مفاهیم  مرز

 هـايالگوریتم، مینـیمم روي تمـام شـودمینمـایش داده  Opt(C)، که بـا Cخطاي  ينهیبهکلاس غیرتهی دلخواهی باشد، مرز  Cتعریف. اگر 

  است. (�)�� Aممکن 

���(�) ≡ min
�∈������� ����������

��(�) 

آموزشـی بـراي بهتـرین  هاينمونـهسـري  نیترسـختاز  اسـتفادهبا  C نیترسخترا تعداد اشتباهات  Opt(C)، این تعریف غیررسمیبه طور 

جالـب میـان مـرز خطـاي  يارابطـه، Cکه براي هر کلاس مفهـوم  دهدمینشان  (Littlestone 1987). کندمی الگوریتم یادگیري تعریف

  وجود دارد، Cي  VCو بعد  Halvingو مرز خطاي الگوریتم  C ينهیبه

VC ≤ Opt(C) ≤ M�������(C) ≤ log�(|�|) 
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مفـاهیم کلـاس  هـايکلاسیکـی از چنـین  مسـاوي اسـت. دقیقـاً هـاآنبراي  کمیتمفاهیمی وجود دارد که این چهار  هايکلاساین  علاوه بر

��VC�Cاست. در چنـین شـرایطی  Xمحدود  يمجموعهبراي  �Cتوانی  يمجموعه = |�| = log�(�C��) بنـابراین تمـامی چهـار ،

از  مطلقاً Opt(C)و  Opt(C)کمتر از  مطلقاً VC(C)مفاهیمی که  هايسکلای از دیگر هاینمونه (Littlestone 1987)کمیت بالا برابرند. 

M�������(C)  کندمیکمتر است ارائه.  

  Weighted-Majorityالگوریتم  7,5,4

-Weightedالگـوریتم  .کنیممـیبررسـی  Weighted-Majorityرا بـه نـام الگـوریتم  Halvingدر این قسمت تعمیمی از الگـوریتم 

Majority یـاد  هـاوزنو بـا تغییـر ایـن  دهـدمیانجـام  19بینیپیش هايالگوریتماز استخري از  يداروزن يریگيرأاساس  را بر هاینیبشیپ

یـادگیري مختلفـی  هـايالگوریتمد از توانـمیدر نظر گرفت یا در مقابل  H متفاوت هايفرضیه توانمیرا  بینیپیش هايالگوریتماین  .گیردمی

کند. یکی از خواص جالب  بینیپیشاست، که مقدار تابع هدف را براي نمونه  بینیپیشدر کل، تنها چیزي که لازم داریم الگوریتمی  .استفاده کرد

ناسـازگار بـا  هايفرضـیهیتم آموزشی غیر سازگار است. زیرا که این الگور هايدادهقابلیت سازگاري آن با  Weighted-Majorityالگوریتم 

. خاصیت دوم جالب این الگوریتم است که مرز تعداد خطاي ایـن الگـوریتم دهدمیو فقط وزن مربوطه را کاهش  کندمین را حذف تعدادي نمونه

  است. اشینیبشیپ هايالگوریتممرز تعداد خطاي بهترین الگوریتم استخر  وابسته به

 هاينمونـهو سپس  شودمیشروع  شودمیشروع  بینیپیش هايالگوریتمبه تمامی  1 يهیاول یمقداردهبا  Weighted-Majority الگوریتم

بـا ضـریب  اشمربوطـهوزن  کنـدمی بنديدسـتهرا اشـتباه  ايآموزشـی ينمونـه ياینـیبشیپ. هر بار که الگـوریتم کندمیآموزشی را دریافت 

0≤β<1  تعریف دقیق الگوریتم  .ابدییمکاهشWeighted-Majority  است. آمده 7,1در جدول  

  است. ��به  مربوطهوزن �� است. A هايالگوریتماستخر  الگوریتمامین i بینیپیش ��

��ها  iبراي تمامی  ← 1 

>آموزشی  ينمونهبراي هر  �, �(�) > 

 اولیه کن یمقدارده 0را  ��و  ��

 �� بینیپیشبراي هر الگوریتم 

(�)��اگر  = ��آنگاه  0 ← �� + �� 

(�)��اگر  = ��آنگاه  1 ← �� + �� 

��اگر  >  c(x)=1کن  بینیپیشآنگاه  ��

��اگر  >  c(x)=0کن  بینیپیشآنگاه  ��

��اگر  =  کن بینیپیش c(x)را به تصادف براي  1یا  0آنگاه یکی از دو مقدار  ��

 Aدر  �� بینیپیشبراي هر الگوریتم 

(�)��اگر  ≠ �� آنگاه (�)� ← ���  

  Weighted-Majority الگوریتم 7,1جدول 

                                                      

19 pool of prediction algorithms 
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را  βخواهد بود. از طرف دیگر اگر مقادیر دیگر  Halvingهمان الگوریتم  Weighted-Majorityباشد، الگوریتم  β=0توجه دارید که اگر 

کند، خیلی  بنديدستهرا اشتباه  ايآموزشی ينمونهبه طور کامل حذف نخواهد شد. اگر الگوریتمی  يايریادگی الگوریتمانتخاب کنیم، دیگر هیچ 

  کمتر خواهد داشت. يرگذاریتأثبا  يرأساده، در 

استخر  بینیپیشبا تعداد خطاهاي بهترین الگوریتم  توانمیرا  Weighted-Majorityحال نشان خواهیم داد که مرز تعداد خطاي الگوریتم 

  محدود کرد. اشینیبشیپ

الگـوریتم  n يمجموعـهنیـز  Aو  آموزشـی باشـد هاينمونـهاز  ايسـري D. اگر Weighted-Majority. مرز خطاي نسبی 7,5 يقضیه

-Weightedباشـد، تعـداد اشـتباهات الگـوریتم  Dبـراي سـري آموزشـی  A هـايالگوریتمکمترین تعداد خطاي تمامی  kباشد و  بینیپیش

Majority  باβ=1/2 حداکثر  

2.4(� + log� �) 

  خواهد بود.

باشـد  Aالگوریتمی از  ��اگر  .کنیممیاثبات  هاتمیالگوردیگر  يهاوزنوزن نهایی بهترین الگوریتم و مجموع  يسهیمقااین قضیه را با  اثبات.

�وزن مربوطه این الگوریتم  ��را داشته باشد،  k ينهیبه يمرز خطاکه 
�

�
�

�

ضـربدر  اشـتباهبراي هـر بـار  يهیاولخواهد بود، زیرا که وزن  
�

�
 

�شده است. حال مجموع  = ∑ ��
�
را  nمقـدار  Wاسـت را در نظـر بگیریـد. در ابتـدا  Aالگوریتم  nمتناسب  يهاوزنرا که مجموع  ���

این مقدار حداقل به  Weighted-Majorityداراست. براي هر اشتباه الگوریتم 
�

�
W  ایـن بـدین دلیـل اسـت کـه اکثریـت ابدییمکاهش .

و ضریب این اکثریت با ضریب  اندکردهاشتباه  هاتمیالگور داروزن يریگيرأ
�

�
کـل تعـداد اشـتباهات الگـوریتم  M. اگـر کـاهش خواهـد یافـت 

Weighted-Majority  براي سري آموزشیD  باشد، بنابراین، مجموع کل وزنW  حداکثرn �
�

�
�

�

 ��نهـایی  نخواهد بـود. چـون وز 

  د بیشتر از وزن کل باشد داریم،توانمین

�
1

2
�

�

≤ n �
3

4
�

�

 

  با بازنویسی عبارات داریم که،

M ≤
k + log� �

− log� �
3
4�

≤ 2.4(k + log� �) 

  .شودمیو قضیه اثبات 

بیشـتر از ضـریب نسـبتی از تعـداد  گـاهچیه Weighted-Majorityکه تعداد اشتباهات الگوریتم  دهدمیبالا نشان  يقضیهبه طور خلاصه، 

  استخر دارد نخواهد بود. ياندازهلگاریتمی با  يرابطهکه  ياجمله يعلاوهاشتباهات بهترین عضو استخر به 

اثبات شده و نشان داده شده که مرز بالـا بـراي مقـدار دلخـواه  (Littlestone and Warmuth 1991)این قضیه در حالت کلی توسط 

0≤β<1 خواهد بود، مرز زیر  
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� log� �
1
�

� + log� �

log�
2

1 + �

 

  بیشتر يمطالعهخلاصه و منابع براي  7,6

  :استنکات اصلی این فصل شامل موارد زیر 

آموزشی  يهانمونه، با استفاده از Cکه مفاهیم هدف را از کلاس مفاهیم هدف  پردازدیم ییهاتمیالگور، به PACدرست یا  تقریباًمدل 

 [δ-1]کـه بـه احتمـال حـداقل  کنـدیم. این مدل یادگیر را ملزم ردیگیمتصادفی انتخابی با یک توزیع احتمال ثابت اما نامعلوم یاد 

حـداکثر بـه صـورت  يانمونـه) درست باشد، بـا ایـن شـرط کـه پیچیـدگی محاسـباتی و ϵ(با خطاي  تقریباًرا بیاموزد که  ياهیفرض

 مفهوم هدف باشد. ياندازهو  يانمونه يمجموعه ياندازه، ϵ ،1/δ/1از  ياياچندجمله

را خروجـی  ياهیفرضـ (δ-1)بـا احتمـال  C⊆Hکه  Hمتناهی  ياهیفرض، هر یادگیر با فضاي PACبا این تعریف از مدل یادگیري 

 آموزشی تصادفی خواهد داشت، به شرط آنکه ينمونه mبر روي مفهوم هدف بعد از  ϵخواهد داد که خطاي 

� ≥
1

�
(ln �

1

�
� + ln|�|)  

  به ما خواهد داد. PACکافی براي یادگیر موفق با معیار  يهانمونهاین شرط مرزي براي تعداد 

د شامل مفهومی که باید یاد گرفته شو Cکه کلاس مفاهیم  داندیماین است که یادگیر  PACمدل  يمحدودکننده يهافرضیکی از 

که یادگیر فرضی در مورد کلاس انتخاب مفهوم هدف ندارد. در  کندیم يتریکلتعریف  agnostic 20. در مقابل مدل یادگیري است

آموزشـی را داشـته باشـد (در صـورت امکـان  يهانمونهخروجی خواهد داد که کمترین خطا بر روي  Hرا از  ياهیفرضمقابل، یادگیر 

در  ϵبـا خطـاي  ياهیفرضـ (δ-1)، یادگیر زمانی اطمینان دارد که با احتمال agnosticیادگیري  ترآزادانهصفر). تحت این شرایط 

 تصادفی شرط زیر درست باشد: ينمونه mکه بعد از  دهدیمرا خروجی  H هايفرضیهمیان 

� ≥
1

2��
(ln �

1

�
� + ln|�|) 

 يارهـایمعیـادگیر اسـت. یکـی از  ايفرضیهپیچیدگی فضاي  تأثیرآموزشی لازم براي یادگیري موفق به شدت تحت  يهانمونهتعداد 

 نیتـربزرگ يانـدازه VC(H)اسـت.  VC(H)آن،  Vapnik-Chervonenkisبعـد  H ياهیفرضـمفید پیچیدگی یـک فضـاي 

 ممکن تقسیم) کرد. يهاروشخرد (به تمام  Hبا  آن را توانیمکه  هاستنمونه يرمجموعهیز

 :شودیمبیان  VC(H)با  PACآموزشی کافی براي یادگیري موفق با مدل  يهانمونهیک مرز جایگزین تعداد 

� ≥
1

�
(4 log�

2

�
+ 8��(�) log�

13

�
) 

  نیز: ترنییپاو یک مرز 

                                                      

20 agnostic learning model 
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� ≥ max �
1

�
���

1

�
,
��(�) − 1

32�
� 

  

که یادگیر قبل از یادگیري کامل مفهـوم هـدف  يایآموزش يهانمونهمدل مرز خطا براي بررسی تعداد  مدل جایگزین دیگري به نام

⎣حداکثر  Halving. براي مثال الگوریتم پردازدیم کندیم بنديدستهاشتباه  log� |�| خطا قبل از یادگیري کامـل هـر مفهـوم  ⎦

 اشتباه خواهد داشت که: Opt(C)حالت  نیبدترهر الگوریتم در  Cاشتباه خواهد کرد. براي مفهوم هدف از کلاس  Hهدف از 

��(�) ≤ ���(�) ≤ log� |�| 

. این کندیمجدید استفاده  هاينمونه بنديدستهبراي  بینیپیشچندین الگوریتم  داروزن يرأاز  Weighted-majorityالگوریتم 

است کـه بدانیـد کـه حـداکثر تعـداد  . جالبردیگیمیاد  هانمونهاز  يايسررا بر اساس تعداد اشتباه در  هاتمیالگور يهاوزنالگوریتم 

 اشتباه این الگوریتم با بهترین الگوریتم استخر رابطه دارد.

 يهـادادهمار از شـي غیـر بـیايسـرمفهوم هدف را بـا داشـتن  تواندیماینکه آیا یادگیر  سؤالاکثر کارهاي اولیه تئوري یادگیري محاسباتی با 

در  نـهیزممعرفی شد. تحقیقـات کـاملی در ایـن  Gold (1967)با این محدودیت اولین بار توسط  بنديدستهدارند.  سروکارآموزشی یاد بگیرد 

Angluin (1992) شده است.  آوردهVapnik (1982) ًهمگرایی یکنواخت بحث کرده و مدل نزدیک بـه مـدل یـادگیري  يمسئله مفصلا

PAC  را درVapnik (1984)  بحث  .کندیممعرفیε-exhausting ژه بر اساس شرح فضاي ویHaussler (1988) شـده  يگذارهیپا

 Kearns and Vazirani (1994)یافت.  Blumer et al. (1989)در  توانیمرا  PACمفیدي از نتایج تحت مدل  يمجموعهاست. 

 Anthony and Biggsشـامل  نـهیزم. متون قبلی در ایـن کندیماز نتایج تئوري یادگیري محاسباتی را ارائه  زیاديشرح کاملی از تعدادي 

  .شودیم Natarjan (1991)و  (1992)

. بیشتر ایـن کندیمیادگیري میل  يهاتمیالگوریادگیري و  يهامدلتحقیقات فعلی بر روي تئوري یادگیري محاسباتی به سمت طیف وسیعی از 

 journal)کرد. تعـدادي از مجلـات یـادگیري ماشـین  پیدا (COLT)هاي سالانه تئوري یادگیري محاسباتی در کنفرانس توانیمتحقیقات را 

machine learning) .نیز به این مبحث اختصاص یافته است  

  تمارین

حـداکثر  %90لازم براي اینکه اطمینان داشته باشیم کـه بـا احتمـال  يهانمونهپرسپترونی را با دو ورودي در نظر بگیرید. مرزي براي تعداد  7,1

  ؟رسدیمرا خواهد داشت را بیابید؟ آیا این مرز واقعی به نظر  %5خطاي واقعی 

�)را به فرم  Cکلاس مفاهیم  7,2 ≤ � ≤ �)⋀(� ≤ � ≤ ) هسـتند را در 0،99( يبـازهاعداد صحیح درون  a,b,c,dرا که در آن  (�

و  (0,0)مربـع محصـور در بـین است. راهنمایی:  xy يصفحهار در حقیقی مقد يهالیمستطنظر بگیرید. توجه دارید که این کلاس متناسب با 

(n-1,n-1) با رئوس اعداد صحیح در این بازه  ییهالیمستط. تعداد�
�(���)

�
�

�

  است. 

(a)  کافی براي اینکه اطمینان داشته باشیم که براي تمامی مفاهیم هدف  تصادفی يهانمونهحد بالاي تعدادc  ازC هر یادگیر سازگار بـا ،H = 

C  خطا داشته باشد. 0,15را خروجی دهد که حداکثر  ياهیفرض %95با احتمال  
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(b)  حال مستطیلی با مرزهايa, b, c, d  را که رئوسش در نقاط حقیقی مقدار است (بجاي نقاط صحیح) را در نظر بگیرید. جواب خـود را بـه

  قسمت اول با این شرایط جدید بدهید.

 يمشـاهدهخطاي  ياضافهبه  ϵآموزشی کافی براي اطمینان از اینکه هر فرضیه خطاي حقیقی  ينمونهدر این فصل ما عبارتی براي تعداد  7,3

������(ℎ) ) دیگـري  يرابطـه). 7,3 يرابطـهنداشته باشد پیدا کردیم. در کل، از مرزهاي هاپفیلد براي پیدا کردن چنین مرزي استفاده شد

1)فرضیه خطاي حقیقی کمتر از  هرآموزشی کافی براي اینکه اطمینان داشته باشیم که  يهانمونهراي تعداد ب + �)������(ℎ)  را داشته

  استفاده کنید. ياجهینتاز مرز چرنوف و تعمیم آن براي استخراج چنین  دیتوانیمباشد پیدا کنید. 

, �� که : فرض کنید(chernoff bounds)مرز چرنوف  …  , �� ،m  حاصل مستقل پرتاب سکه (آزمایش برنولی) باشند، با این فـرض

��]Prکه احتمال شیر آمدن در هر آزمایش مستقل  = 1] = ��]Prباشد و احتمال خط آمدن  � = 1] = � − �باشـد. اگـر  1 =

�� + ⋯ + �مساوي  S/mباشد، مقدار امید  هاپرتابمجموع حاصل این  �� �
�

�
� = خواهد بود. مرز چرنوف بر احتمال اینکـه ایـن  �

0مرز با ضریب  ≤ � ≤   اختلاف داشته باشد به صورت زیر است: 1

Pr[S/m > (1 + γ)p] ≤ e�����/�  

Pr[S/m < (1 − γ)p] ≤ e�����/�  

�را در نظر بگیرید که  يايریادگی يمسئله 7,4 = ℜ اعداد حقیقی و  يمجموعهC=H روي اعـداد حقیقـی بـه فـرم  يهـابازه يمجموعـه

� = {(� < � < �)|�, � ∈  ℜ}  سازگار با  ياهیفرضباشد. احتمال اینکهm  نمونه از این مفهوم هدف حداقل خطايϵ  داشته باشـد

ي جواب به برا VCکردن از بعد  نظرصرفدیگري بر اساس قوانین اولیه و  حلراهجواب دهید. آیا  VCرا با استفاده از بعد  سؤالچقدر است؟ این 

  وجود دارد؟ سؤالاین 

  زیر را مشخص کنید: ياهیفرضفضاهاي  VCدر نظر بگیرید. بعد  x,y يصفحهرا متناسب با  X يانمونهفضاي  7,5

(a) يصفحه يهالیمستطتمامی  يمجموعه x,y .�� = {((� < � < �⋀(� < � < �))|�, �, �, � ∈ ℜ}.  

(b)  يصفحه يهارهیداتمامی x,y خواهند شد. بنديدسته. تمامی نقاط داخل دایره مثبت  

(c) يصفحه يهامثلث x,y خواهند شد. بنديدسته. نقاط داخل مثلث مثبت  

از مفـاهیم هـدف مسـتطیلی تصـادفی متناسـب بـا  يامجموعـهطراحـی کنیـد.  7,5 يمسـئلهدر  �� ياهیفرضیادگیر سازگاري با فضاي  7,6

و  (0,0)در مسـتطیل بـین  هانمونـههر یک از این مفاهیم را با توزیع یکنواخت  يمربوطهتصادفی  يهانمونهصفحه ایجاد کنید.  يهالیمستط

را  mو  ϵبـین  يرابطـهرسم کنید. در همان شـکل  mتصادفی  يهانمونهایجاد کنید. خطاي تعمیم را به عنوان تابعی از تعداد  (100,100)

  کنید. آیا نتایج با تئوري همخوانی دارد؟نیز رسم  δ=.95براي 

تصمیم  يهادرختمتغیر منطقی در نظر بگیرید.  nاست را بر روي  "2با عمق  متوسطتصمیم  يهادرخت"را که  ���� ياهیفرضفضاي  7,7

بررسی شده در سمت راست و  هاآندارند) که در  2 يفاصلهتصمیمی هستند که (با چهار برگ که تمامی از ریشه  يهادرخت 2مق با ع متوسط

  است. ����از  يانمونهچپ ریشه یکی هستند. براي مثال شکل زیر 
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x3 

/      \  

x1             x1 

/     \         /      \ 

+          -      -          + 

(a)  برحسبn  چقدر است؟ ���� يمجموعهاین  ياندازهمشخص کنید که  

(b)  لازم براي یادگیري با مدل  يهانمونهمرز بالایی براي تعدادPAC  با خطاي  ����براي یادگیري درϵ  و اطمینانδ .چقدر است  

(c)  الگوریتمWeighted-Majority  بـا وزن  ����درون  يهـادرختدر نظر بگیرید. ابتدا الگوریتم را بـا تمـامی  ����را براي کلاس

 ���� هايفرضـیهتمـامی  داروزن يرأبـا اسـتفاده از  آن را، کنیممـیجدید مشاهده  ينمونه. هر بار که یک کنیممیشروع  1یکسان  يهیاول

. حـداکثر تعـداد شـودیمـنصف  هادرختآن  تأثیرفقط وزن  کنندیمکه اشتباه کار  ياهیفرض يهادرخت. سپس بجاي حذف کنیممی بنديدسته

  بیان کنید. ����درون  يفرضیهو تعداد خطاي بهترین  nحسب خطاهاي را بر 

بـا  هانمونـهرا در نظر بگیرید که  يايریادگی. کار پردازدیم 5در این فصل و بررسی فرضیه در فصل  PACبه ارتباط بین تحلیل  سؤالاین  7,8

n ) مثلاًمتغیر تصادفی ��⋀�̅�⋀�� … کـه مفهـوم  میدانیم .شوندیمانتخاب  �و توسط توزیع احتمال ثابت و معلوم  شوندمی) توصیف �̅�

 H ياهیفرضـ) و الگوریتم یادگیري از این کلاس مفهوم بـه عنـوان فضـاي �̅�⋀�� مثلاًتصادفی و عکسشان است ( يرهایمتغهدف عطفی از 

 100کـه بـا تمـامی  Hرا از  h يفرضیه. این یادگیر شودیمداده  �نمونه انتخابی با  100از  يامجموعه. به یک یادگیر سازگار کندیماستفاده 

  نمونه صفر است) 100بر روي این  h. (بدین معنا که خطاي دهدیمنمونه سازگار است خروجی 

(a)  علاقه داریم که خطاي واقعیh  دیـتوانیمـت را بیابیم. بر اساس اطلاعات بالا آیا اس �انتخابی با  يهانمونهاشتباه  بنديدستهرا که احتمال 

توجیـه  آن رادر آن قرار گیرد؟ اگر چنین است، بازه را بیان کـرده و بـه وضـوح  %95را مشخص کنید که خطاي واقعی حداقل با احتمال  يابازه

  نیست مشکل را توضیح دهید. ریپذامکانکنید. اگر 

(b)  که  شودیمو معلوم  دیکنیمانتخاب  �تایی دیگري به طور مستقل با همان توزیع  100جدید  ينمونهحال مجموعهh 30  نمونـه از ایـن

در آن قرار داشته باشـد؟ (بـراي ایـن  %95ارائه کنید که این خطاي واقعی با احتمال  يابازه دیتوانیم. آیا کندیم بنديدستهنمونه را اشتباه  100

توجیـه کنیـد. اگـر  آن راکنید.) اگر چنین است، بـازه را بیـان کـرده و بـه وضـوح  نظرصرف آموزشش يهانمونهیه روي قسمت از کارایی فرض

  نیست مشکل را توضیح دهید. ریپذامکان

(c)  ياهنمونـه بنديدسـتهکـرده امـا در  بنديدسـتهآموزشی را درست  يهانمونهممکن است کمی عجیب به نظر برسد که با این که فرضیه 

  .بیاوریدجواب خود توجیه  براي .ترکوچکهاي  nهاي بزرگ بیشتر است یا در  nداشته است. احتمال چنین اتفاقی در  %30جدید خطاي 
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 فرهنگ لغات تخصصی فصل (فارسی به انگلیسی)

ε-exhausted    

  Bernoulli trial آزمایش برنولی 

  pool of prediction algorithms   بینیپیش هايالگوریتماستخري از 

  Computational complexity  پیچیدگی محاسباتی 

  Sample complexity   اينمونهپیچیدگی 

  G   G-compositionترکیب 

  exponential  توانی 

  mistake bound framework  چارچوب کران خطا 

  framework  چهارچوب 

  probably approximately correct (PAC)  درست  تقریباًچهارچوب 

  shattering a set of instances  هانمونهاز  ايمجموعهخرد کردن 

  training error  خطاي آموزشی 

  True Error  خطاي واقعی 

  Exact  دقیق 

  k-term disjunctive normal form (k-term DNF)  ياجمله kفرم نرمال فصلی 

  PAC  PAC-learnabilityقابلیت یادگیري 

  directed acyclic  بدون دور  دارجهتگراف 

  layered graph  ياهیلاگراف 

  probably approximately correct (PAC)  درست  تقریباًمدل یادگیري 

  wose-case bound مرز بدترین حالت ممکن 

  Mistake bound مرز خطا 

  Hoeffding   Hoeffding bounds مرزهاي

  Hoeffding   Hoeffding additive boundsاضافی  مرزهاي

 


