
  هاهیفرضفصل پنجم: ارزیابی 

زیر ارائه  سؤالبر سه  تأکیدبا  هاهیفرضتخمین دقت  يمتدهابر  يایمعرفاساس یادگیري ماشین است. این فصل  هاهیفرضارزیابی تجربی دقت 

جدیـد  يهانمونـه، این تقریب چقدر به دقـت بـر روي هادادهمحدودي از  يمجموعه. اول اینکه با در دست داشتن دقت فرضیه بر روي کندیم

دیگر دقت بیشتري بر روي تعدادي نمونه دارد، چقدر احتمـال دارد کـه ایـن  هايفرضیهنزدیک است؟ دوم اینکه با دانستن اینکه یک فرضیه از 

 هـادادهاین  ياستفادهمحدود است بهترین روش براي  هادادهدیگر دقت بیشتري داشته باشد؟ سوم اینکه زمانی که  هايفرضیه فرضیه در کل از

آوردن  بـه دسـتنباشـد و در  هانمونهیع کلی زممکن است معرف تو هانمونهو هم براي ارزیابی چیست؟ زیرا که تعداد محدود آموزش  هم براي

تـا  دهندیماجازه  ،دهندیمانجام  هادادهتوزیع  يدربارهکه  ییهافرضبا  ،آماري متدهايباشند.  کنندهگمراه هانمونهدقت فرضیه بر روي تمامی 

  .محاسبه کنیمرا  هادادهموجود و دقت واقعی روي کل توزیع  هايدادهحداکثر اختلاف بین دقت مشاهده شده بر روي 

  انگیزه 5,1

 اسـتفادهقابل تشـخیص ،با حداکثر دقت ممکن بسیار مهم است. یکی از دلایل ایـن اهمیـت شده گرفته ادی يهیفرضاري از موارد ارزیابی در بسی

محـدود بـراي  يداده. براي مثال، زمانی که از یک پایگاه (مشخص شدن این است که آیا این فرضیه را به کار ببریم یا خیر) استفرضیه  بودن

ایـن اسـت کـه  هاهیفرضـارزیابی  اهمیتیاد گرفته شده بسیار مهم است. دلیل دوم  يهیفرض، دانستن دقت میکنیماستفاده  داروها ریتأثبررسی 

تصمیم براي حـل کـردن مشـکل  يهادرخت. براي مثال، در هرس کردن یادگیري است يهاتمیالگورداخلی بسیاري از  عنصر هاهیفرضارزیابی 

overfit قبل از هرس  هادرختدر هر مرحله بدانیم. بنابراین درك وجود خطاي ذاتی در تخمین دقت هرس بر دقت درخت حاصل را  ریتأث دیبا

  بعد از هرس اهمیت بسیار دارد.

ده . با این حال، زمانی کـه لـازم اسـت بـا تعـداد محـدودي داخواهد بوداست بسیار ساده  زیاد هادادهکه تعداد  هنگامیتخمین دقت یک فرضیه 

  :دآییم را یاد بگیریم و ارزیابی کنیم دو مشکل اساسی پیش ياهیفرض



  جدیـد اسـت.  هايدادهاغلب معیار ضعیفی براي دقت فرضیه بر  آموزشی هاينمونهبایاس در تخمین. اول اینکه دقت فرضیه بر روي

 هـايدادهاز دقت فرضیه بـر  نانهیبخوشاس دار و تخمینی بای هاينمونهاست، پس این  آمده وجود به هادادهزیرا که فرضیه از همین 

بـر روي  دهـدیمـامل است و به فرضـیه اجـازه کفضایی  ،ايفرضیهکه فضاي  دیآیم . این مشکل بیشتر مواقعی پیشزنندیم جدید

فرضـیه  معمولاًجدید،  هايدادهتخمینی بدون بایاس از دقت فرضیه بر روي آوردن  به دست. براي شود overfit آموزشی هاينمونه

 .میسنجیم تست) يدسته( آموزشی هاينمونهمجزایی از  هاينمونهرا بر روي دسته 

  تست که بایاس ندارند بسنجیم، با این حال امکان دارد که این دقت  يدستهاختلاف در تخمین. دوم اینکه اگر دقت فرضیه را بر روي

 يانـدازهتسـت وابسـته اسـت. بـا کـاهش  يدستهبا دقت واقعی اختلاف داشته باشد، این اختلاف به چگونگی انتخاب  آمده به دست

 .ابدییم تست این میزان خطاي احتمالی نیز افزایش يدسته

دقت دو الگوریتم یـادگیري  يسهیمقا متدهايدقت دو فرضیه، و  يسهیمقاشده، متدهاي  گرفته ادی هايفرضیهارزیابی  متدهايدر این فصل به 

هستند، البته در طول ایـن  1بردارينمونهو تئوري  آماري ايپایهقوانین  يهیپابر  مباحث. اکثر این میپردازیم محدودند هاداده با هنگامیمختلف 

 هاهیفرضـبررسـی  آمـاري يهاتسـت تحقیق بر رويندارد.  آماري يدهیچیپدر مورد مباحث  يایقبلفصل فرض شده که خواننده هیچ اطلاعات 

که بیشترین رابطـه را بـا یـادگیري و تخمـین و  ییهاقسمتبر  تأکیدبا  آماري تحقیقاتاز این  ايمقدمه ايخلاصهخیلی وسیع است. این فصل 

  .کندیمارائه  نیز دارد را هاهیفرضدقت  يسهیمقا

  هاهیفرضتخمین دقت  5,2

جدید است، علاوه بر این علاقه داریـم کـه احتمـال  هاينمونه بنديدستههدف دقت فرضیه براي  میزنیم زمانی که دقت یک فرضیه را تخمین

  بسنجیم (چه میزان خطایی را باید در این تخمین در نظر گرفت).نیز خطا در تخمین این دقت را 

کـل افـراد  يمجموعـه(بـراي مثـال  X هاينمونهاي یادگیري استفاده خواهیم کرد. فض مسائلذیل براي  نمادگذاريدر تمام طول این فصل از 

. ما فـرض شوندیم تعریف هاآن امسال تخته اسکی جدید بخرند) روي خواهندیم متفاوتی (مثل افرادي که يهاهدفجامعه) وجود دارد که تابع 

را  �این است که توزیع احتمال مجهـول  ساده براي در نظر گرفتن این فرض حلراهمساوي نیست.  Xکه تعداد تکرار اعضاي مختلف  میکنیم

 109ساله خیلـی بیشـتر از افـراد  19در نظر بگیریم (این تابع توزیع ممکن است براي افراد  هانمونهتعریف شده براي تعداد تکرار  Xکه بر روي 

؛ این توزیع فقط احتمال برخورد با نمونه دهدینمبه ما  xهیچ اطلاعاتی در مورد مثبت یا منفی بودن نمونه  �ساله باشد). توجه داشته باشید که 

x  کار یادگیري، یادگیري تابع هدف دهدیمرا به ما .f  ممکن  هايفرضیهبا استفاده از فضايH  .تـابع هـدف  آموزشی هاينمونهاستf  توسـط

بـه  f(x)را با مقـدار تـابع هـدف  x ينمونهسپس  دکنیمرا انتخاب  هانمونه �توزیع  بر اساس. معلم جداگانه شودیمیک معلم به یادگیر داده 

  .دهدیمیادگیر 

که از تحقیقی که از افرادي کـه بـه  يایآموزش هاينمونهرا با  "امسال تخته اسکی جدید بخرند خواهندیم افرادي که"براي تصور، تابع هدف 

 ییهـایژگـیوبـا  هانمونـهکل افراد جامعه است، این  X هاينمونهدر نظر بگیرید. در این مثال، فضاي  آمده به دست شوندیم پیست اسکی وارد

باشد که وارد پیسـت  يايبعداحتمال اینکه فرد  xبراي هر فرد  �. توزیع شوندیم نظیر سن، شغل، تعداد دفعات اسکی در سال و غیره توصیف

  .کندیم بنديدستهته اسکی جدید دارند افراد را بر اساس اینکه قصد خرید تخ f:X→{0,1}. تابع هدف دهدیمرا  شودیم

                                                      

1 sampling theory 



  زیر هستیم: سؤالکلی ما به دنبال جواب دو  نمادگذاريبا این 

بـر روي  h، بهترین تخمین دقت اندشدهانتخاب  �با توزیع احتمال  عضوي که اعضایش nو یک مجموعه نمونه  h يهیفرضبراي  .1

 چقدر است؟ شوندیم جدیدي که با همان توزیع انتخاب هاينمونه

 خطاي احتمالی این تقریب دقت چقدر است؟ .2

  و خطاي واقعی اينمونهخطاي  5,2,1

 هاينمونـهمطرح شده، لازم است که ابتدا تفاوت بین دو دقت یا خطا را بیان کنیم. یکی نسبت خطاي فرضیه بـر روي  يهاسؤالبراي جواب به 

و خطـاي  2اينمونـه. این دو خطا را بـه ترتیـب خطـاي هاستنمونهاز  �امعلوم موجود است. دیگري نسبت خطاي فرضیه بر روي کل توزیع ن

  .مینامیم 3واقعی

  :کندیم بنديدستهاست که فرضیه اشتباه  Sنسبتی از  Xاز  S هاينمونهیک فرضیه بر اساس مجموعه  اينمونهخطاي 

  :شودیمبه شکل زیر تعریف  S هاينمونهو مجموعه  fبر اساس تابع هدف  h يهیفرض) براي (ℎ)������( اينمونهخطاي : تعریف

������(ℎ) ≡
1

�
� �(�(�), ℎ(�))

�∈�

 

(�)�اگر  δ(f(x),h(x))و  S هاينمونهتعداد  nدر این رابطه  ≠ ℎ(�) باشد. می یک است و در غیر این صورت صفر  

  .کندیم بنديدستهانتخاب شده را اشتباه  �که با توزیع  اينمونهخطاي واقعی یک فرضیه احتمال این است که فرضیه 

انتخـابی بـا  ينمونه hاحتمال این است که  �و توزیع  fو بر اساس تابع هدف  h يهیفرض) براي (ℎ)������( خطاي واقعی: تعریف

  کند. بنديدستهرا اشتباه  �توزیع 

������(ℎ) ≡ Pr
�∈�

[�(�) ≠ ℎ(�)] 

Prدر این رابطه 
�∈�

  .دهد میانتخاب شده باشد نشان  �که با توزیع ي  xاحتمال را براي  

جدیـد وجـود دارد را  هاينمونه بنديدستهرا براي فرضیه پیدا کنیم، زیرا که این میزان خطایی که در  (ℎ)������همیشه ما قصد داریم که 

اصـلی ایـن اسـت کـه  سـؤالکنـیم.  گیريانـدازه S يمجموعـهرا با داشتن  (ℎ)������مقدار  میتوانیم. با این وجود، ما فقط کندیمبیان 

"������(ℎ)  چقدر براي تخمین������(ℎ) مناسب است؟"  

                                                      

2 sample error 
3 true error 



  گسسته مقدار هايفرضیهاطمینان براي  هايبازه 5,2,2

 تـابعی گسسـته مقـدار اسـت پاسـخ hدر زمـانی کـه  "؟زندیم را تخمین (ℎ)������با چه میزان دقت  (ℎ)������" سؤالبه  هچگون

در  S هاينمونهرا با استفاده از مجموعه  hگسسته مقدار  يهیفرضخطاي واقعی را براي  میخواهیم ، فرض کنید کهترقیدق؟ به عبارت میدهیم

  شرایط زیر تعیین کنیم:

 يمجموعه S  شاملn است که مستقل از یکدیگر و مستقل از  اينمونهh  اندشدهانتخاب  �هستند که با توجه به. 

 N≥ 30 

 يهیفرض h ،r  کندیم بنديدستهتعداد نمونه را اشتباه  )error�(h)=r/n(  

  تا نتایج زیر را بگیریم: دهدیمبه ما اجازه  آماردر چنین شرایطی، تئوري 

  است. (ℎ)������، (ℎ)������مقدار  نیترمحتمل، بدون داشتن اطلاعات بیشتر .1

 زیر است: يبازهدر  (ℎ)������خطاي واقعی  %95 باًیتقربا احتمال  .2

������(ℎ) ± 1.96�
������(ℎ)�1 − ������(ℎ)�

�
 

در نظـر بگیریـد. در ایـن مثـال،  هانمونـهخطا بر روي این  r =12را با  h يهیفرضنمونه و  n = 40را با  S هايداده يمجموعهبراي تصور، 

 0,3همـان مقـدار  (ℎ)������بدون داشتن اطلاعات بیشتر، بهترین تخمـین بـراي  .است 12/40=0.3=(ℎ)������ اينمونهي اخط

نمونه دارد  40که  ’Sمثل  هانمونهدیگري از  يدستهکه این تخمین، تخمین کاملی از خطاي واقعی باشد. اگر  رودینم است. با این وجود، انتظار

مسـاوي باشـد. اختلـاف احتمـالی ایـن دو مقـدار بـه چیـنش دو  (ℎ)������ بـا باًیتقر (ℎ)�������انتظار داریم که  قاعدتاًداشته باشیم، 

استفاده کنیم، بـه  �� اينمونه 40 يمجموعهرا بارها تکرار کنیم و در هر بار تکرار از  آزمایشدر واقع اگر این وابسته است.  ’Sو  S يمجموعه

 يبـازه. به همین دلیل به این بازه، شودیممحاسبه شده خطاي واقعی را شامل  يبازهات آزمایشاین  %95در  باًیتقراین نتیجه خواهیم رسید که 

بر اساس  %95 يبازهاست،  n = 40و  r = 12آن  . در مثال فعلی که درندیگویم (ℎ)������درصدي تخمین خطاي واقعی  95اطمینان 

  خواهد بود. 14.±0.30=(07.∙1.96)±0.30بالا  هايداده

کـه در تعریـف  1.96دي تعمیم داد. مقدار ثابت درص Nبراي اطمینان  توانیمشد را  بیاندرصدي  95اطمینان  يبازهکه در بالا براي  ايرابطه

 يمحاسبهکلی  يرابطهرا محاسبه کرد.  %Nاطمینان  يبازه توانیم، ��درصدي است، با تغییر دادن این ثابت،  95براي اطمینان  آمده رابطه

  است: آمده در زیر (ℎ)������براي خطاي  %Nاطمینان  يبازه

������(ℎ) ± ��
�

������(ℎ)�1 − ������(ℎ)�

�
                          (5.1) 

  است. آمده 5,1در جدول  درصدها. مقادیر نظیر بعضی کندیمبر حسب درصد اطمینان تغییر  ��در این رابطه ثابت 

ــــــاي   Nخط

  درصدي:

50%  68%  80%  90%  95%  98%  99%  



  2,58  2,33  1,96  1,64  1,28  1,00  0,67  :��ثابت 

  .%Nاطمینان  يدوطرفه يبازهبراي  ��مقادیر  5,1جدول 

است، بـه  n = 40 (0.30± (1.96∙0.07)و  r = 12(براي  (ℎ)������اطمینان  يبازهکه به راحتی محاسبه شد،  طور همانبنابراین 

 %68 يبـازهاست. توجه دارید که منطقی است که  (0.07∙1.0) ±0.30را نیز محاسبه کرد، این بازه  %68اطمینان  يبازه توانیمراحتی 

  یابد. می با کاهش طول بازه کاهش (ℎ)������باشد زیرا که احتمال وجود  ترکوچک %95 يبازهاز 

نشـان  (ℎ)������بـر اسـاس مقـدار  (ℎ)������را براي تخمین  4خطا يهاستونیا اطمینان  هايبازه يمحاسبه ينحوه 5,1 يرابطه

 يمجموعـهو  شـودیمـگسسته مقـدار مطـرح  هايفرضیهدر استفاده از این رابطه همیشه باید در نظر داشت که این مقادیر فقط براي . دهدیم

کـه  شـودیمـانتخاب شده و همچنـین فـرض  شوندیم جدید با آن انتخاب هاينمونهبه صورت تصادفی با همان توزیع احتمالی که  S ينمونه

اطمینان است، با این وجود  يبازههمچنین باید در نظر داشت که این رابطه فقط تخمین  .اندمستقل شوندیم که با آن تست ايفرضیهاز  هاداده

ایـن  ترقیدقنیست دقت خوبی دارد. به عبارت  1یا  0خیلی نزدیک  (ℎ)������است و  30بیش از  S هاينمونهاین تخمین زمانی که تعداد 

  رابطه زمانی که نامساوي زیر صادق است دقت خوبی دارد: 

� ������(ℎ)(1 − ������(ℎ) ) ≥ 5  

گسسته مقدار آورده شده است. قسمت بعدي توجیـه آمـاري ایـن فراینـد را  هايفرضیهاطمینان براي  هايبازه يمحاسبهفرایند  يخلاصهدر بالا 

  .کندیمبیان 

  بردارينمونهاساس تئوري  5,3

احتمال، امیـد ریاضـی، واریـانس،  يهاعیتوزشامل  هادهیارا معرفی خواهیم کرد، این  بردارينمونهو تئوري  آمارياصلی  هايایدهدر این قسمت 

و  هاهیفرضـ ارزیـابی. آشـنایی ابتـدایی بـا ایـن مفـاهیم بـراي درك شـودیمـیک طرفـه و دو طرفـه  هايبازهو نرمال و  ايدوجمله يهاعیتوز

بین  يرابطهو  overfitاینکه این مفاهیم محیطی براي درك مشکلات یادگیري ماشین مثل  ترمهمآن  یادگیري اساسی است. از يهاتمیالگور

شـدن بـه  بـدون لطمـه وارد توانـدیمـ. خوانندگانی که از قبل با این مفاهیم آشنایی دارنـد کنندیمفراهم  آموزشی هانمونهتعمیم موفق و تعداد 

  .اندآمده 5,2وار در جدول خلاصه شوندیم که در این بخش معرفی يايدیکلهمبستگی کتاب بدون خواندن این قسمت رد شوند. مفاهیم 

  نام یک آزمایش با خروجی تصادفی در نظر گرفت. مقدار این متغیر خروجی آزمایش است. توانیممتغیر تصادفی را 

  توزیع احتمال براي متغیر تصادفیY  احتمالPr (� = را داشـته باشـد بـراي  ��مقـدار  Yرا که احتمال اینکه متغیر تصادفی  (��

 .کند میمشخص ها  ��تمامی 

  مقدار امید، یا میانگین، متغیر تصادفیY  به صورتE[Y]=∑ Pr (� = �از نمـاد  معمولـاً. شودیمتعریف  �(��
�

بـراي نمـایش  

E[Y]  شودیماستفاده. 

 واریانس متغیر تصادفی Y  به صورتVar(Y)=�[(� − واریانس پهناي توزیـع را حـول میـانگین بیـان  .شودیمتعریف  [�(��

                                                      

4 error bars 



 .کندیم

  متغیر تصادفیانحراف از معیار Y  تصـادفینیز براي نمایش انحراف معیار متغیر  ��از نماد  .شودیمتعریف  (�)����به صورت 

Y  کنندیماستفاده. 

  يمشاهدهاحتمال  ايدوجملهتوزیع r  شیر در پرتاب  يمشاهدهبارn آمدن  شرط اینکه در هر پرتاب احتمال شیر مستقل را به يسکه

p  کندیمباشد را معلوم . 

  طبیعی است. هايپدیدهتوزیع نرمال، توزیع احتمالی زنگی شکل است که توزیع احتمال بسیاري از 

  توزیـع نرمـال خواهـد  بـاًیتقرتوزیع یکسان از یک متغیر تصـادفی  زیاديمجموع تعداد  دیگویم است که ايقضیهقضیه حد مرکزي

 داشت.

  از تخمین زننده متغیر تصادفیY  براي تخمین پارامترp  شودیماستفاده  هانمونهاز  ايمجموعهاز. 

  بایاس تخمینی متغیر تصادفیY  پارامتر  يزنندهبراي تخمینp  با کمیت(E[Y]-p)  بدون بایـاس  ايزننده. تخمین شودیمسنجیده

 است که این کمیت برایش صفر باشد.

 اطمینان  يبازهN%  براي تخمین پارامترp  بازه این است که با احتمالN% ،p  خواهد گرفت. بر دررا  

  آمار ايپایهتعاریف و حقایق  5,2جدول 

  ايدوجملهتوزیع  يهایژگیوو تخمین  تخمین خطا 5,3,1

 آمـارياز یـک مشـکل  اينمونـه سؤالدارد؟ این  هانمونه يمجموعه ياندازهبا  ايرابطهچه  دقیقاً اينمونهاختلاف بین خطاي واقعی و خطاي 

مـا ایـن ویژگـی اشـتباه  يمسـئلهتصادفی از اعضاي جامعه. در  ايمجموعهکلی جامعه با داشتن  يهایژگیواست: مشکل کلی خطا در تخمین 

  است. h يهیفرضشدن توسط  بنديدسته

اسـت. زیـرا کـه ابتـدا  تصـادفیی با خروجی آزمایشاز این طریق،  اينمونهخطاي  گیرياندازه که است حقیقت در توجه به این سؤالجواب این 

روي این مجموعـه محاسـبه  از را (ℎ)������ اينمونهو خطاي  میکنیمانتخاب  تصادفی � توزیع بامستقل  ينمونه nرا با  S يمجموعه

نمونـه دارد تکـرار کنـیم،  nکه  �S يمجموعهو هر دفعه با  زیادرا به دفعات  آزمایشکه در قسمت قبلی هم گفته شد، اگر  طور همان. میکنیم

�������انتظار خواهیم داشت که مقادیر مختلف 
(ℎ)  ،بگـوییم کـه  میتـوانیممساوي نباشند. در چنین شرایطی�������

(ℎ)  خروجـی)i 

ی با خروجی تصادفی نگاه کرد. مقدار متغیـر تصـادفی آزمایشبه متغیر تصادفی به چشم  توانیم) یک متغیر تصادفی است. در کل، آزمایشامین 

  ست.تصادفی ا آزمایش يشدهمشاهده  يجهینت

�������تصـادفی  متغیرهـاي گیريانـدازهتصـادفی بـراي  آزمایش k میخواهیم فرض کنید که
(ℎ) ،�������

(ℎ) ،... ،������(ℎ) 

، k. با افزایش مقـدار میکنیمرا در نموداري مستطیلی و بر اساس تعداد تکرار میزان خطا رسم  هاشیآزماانجام دهیم. و فرض کنید خروجی این 

  .دهدیمرا نشان  ايدوجملهنزدیک خواهد شد. این نمودار توزیع احتمال خاصی به نام توزیع  5,3نمودار مذکور به نمودار توزیع جدول 



 

در هـر کـدام از آمـدن  ، احتمـال شـیرشوندیم مجزا پرتاب يسکه nی که آزمایشدر آمدن  بار شیر rبراي  ايدوجملهتوزیع احتمال 

  :شودیماست. تابع توزیع به شکل زیر تعریف  p هاسکه

P(r) =
n!

r! (n − r)!
 p�(1 − q)��� 

  پیروي کند: ايدوجملهاز توزیع  Xاگر متغیر تصادفی 

  احتمال اینکهPr(X=r) )X  مقدارr  را بگیرد) باP(r)  شودیممشخص.  

  امیدX  یا همان میانگین ،X ،E[X]  د آمد:خواه به دستزیر  يرابطهاز  

E[X]=np 

  واریانسX ،Var(X)  خواهد آمد: به دستزیر  يرابطهاز  

Var(X)=np(1-p) 

  انحراف معیارX ،��  خواهد آمد: به دستزیر  يرابطهاز  

�� = �np(1 − p) 

نزدیک به توزیع نرمال با همان واریانس و میانگین خواهـد بـود (جـدول  باًیتقر ايدوجملهکافی بزرگ توزیع  ياندازهبه هاي nبراي 

np(1که فقط زمانی که  شودیم). توصیه 5,4 − p) ≥   باشد از این تقریب استفاده کرد. 5

  ايدوجملهتوزیع  5,3جدول 

  ايدوجملهتوزیع  5,3,2

و از شما خواسـته  شودیممعیوب (کج) به شما داده  ايسکهذیل است.  يمسئلهبررسی  ايدوجملهخوب درك یادگیري توزیع  يهاروشیکی از 

 nنشان دهیم. شما سکه را  pمعیوب را با  يسکهآمدن  تا احتمال اینکه سکه پس از پرتاب شیر بیاید را حساب کنید. بیایید احتمال شیر شودیم

 nرا تکرار کنـیم و  آزمایشاست. توجه دارید که اگر این  r/nمقدار  p. یک تخمین منطقی از دیآیم بار شیر rبار  n، از این دیکنیم بار پرتاب

قبلی یکـی  pنیز با مقدار  آمده به دست pقبلی باشد، پس بنابراین مقدار  r دقیقاً آمده شیرهايکه تعداد  رودینم بار سکه را پرتاب کنیم، انتظار

 هـاپرتاب، این احتمال با فـرض اینکـه تمـامی کندیمپرتاب مشخص  n) را در nتا  0(بین  rاحتمال وقوع مقدار  ايدوجملهنخواهد بود. توزیع 

  .شودیماست محاسبه  p دقیقاًآمدن  مستقل و احتمال شیر



بر اساس یک دسته نمونه اسـت. شـیر بـودن یـک پرتـاب  (ℎ)������از یک دسته پرتاب مشابه تخمین  pجالب است که بدانیم، تخمین 

یک پرتاب مشابه احتمـال اشـتباه آمدن  یا همان احتمال شیر p) است. احتمال �تصادفی (با توزیع  ينمونهشدن یک  بنديدستهمشابه اشتباه 

 يهـابنديدستهپرتاب نیز مشابه تعداد  nدر  رهایشیا همان تعداد  r) است. تعداد (ℎ)������شدن یک نمونه تصادفی (یا همان  بنديدسته

تخمـین  يمسئلهدر سکه نیز مشابه  pتخمین  يمسئلهاست و  (ℎ)������مشابه  r/nتصادفی است. بنابراین  ينمونه nاز  هانمونهاشتباه 

������(ℎ)  فرم کلی توزیع احتمال را براي متغیر تصادفی  ايدوجملهاست. توزیع  هاهیفرضدرr  کـه  کنـدینمـحال فرقی  کندیممشخص

) وابسـته (ℎ)������(یـا همـان  pو  هانمونهبه تعداد  ايدوجملهتوزیع  ترقیدقاشتباه. فرم  يهابنديدستهباشد یا تعداد  رهایشتعداد  rاین 

  است.

  است: در آن صادق ايدوجملهشرایطی که توزیع 

 توانـدیمـ Y) است. مقـدار تصـادفی Yبه عنوان متغیر تصادفی (مثل  اشیخروج(مثل پرتاب سکه) است که  آزمایشمبناي کار یک  .1

 براي خط) Y=0براي شیر و  Y=1فقط دو مقدار داشته باشد (براي مثال 

خواهـد بـود.  Y=0 (1-p)اسـت. پـس بنـابراین احتمـال  pمبنا به طور مستقل مقدار ثابت  آزمایششود در هر  Y=1احتمال اینکه  .2

 است. pمجهول است و هدف یافتن تخمینی از  p معمولاً

، ��تصادفی هم ارزش مثـل  متغیرهاياز  يايسرسکه) و  يهاپرتاب(مثل  شودیممبنا پشت سر هم انجام  يهاشیآزمااز  يايسر .3

 است در نظر بگیریم خواهیم داشت: Y�=1  هاآن که در هاشیآزماتعداد  R. اگر کندیمرا ایجاد  ��، ...،��

� ≡ � ��

�

���

 

 به صورت زیر است: ايدوجملهشیر بیاید) بر اساس توزیع بار  r دقیقاًباشد (احتمال اینکه  rمقدار  Rاحتمال اینکه متغیر تصادفی  .4

Pr(� = �) =
�!

�! (� − �)!
��(1 − �)���                          (5.2) 

  بود. آمده 5,3نموداري از این رابطه در جدول 

  .کندیمپرتاب سکه توصیف  آزمایش nدر میان آمدن  بار شیر rنمونه را مشابه احتمال  n انیم در rاحتمال تعداد خطاي  ايدوجملهتوزیع 

  و واریانس میانگین 5,3,3

میـانگین مقـادیر  ،امید (مقدار انتظاري یا میانگین) و واریانس است. مقدار امیـد شودیمتصادفی مطرح  متغیرهايدر مورد  معمولاًدو خاصیتی که 

  :ترقیدقبسیار است. به عبارت  يهاشیآزمابعد از  آمده به دستتصادفی 

  :شود میبه صورت زیر تعریف  Y ،E[Y]را بپذیرد امید  ��، ...،��یک متغیر تصادفی باشد که مقادیر  Yاگر  تعریف:

�[�] ≡ � �� Pr(� = ��)

�

���

                                        (5.3) 



خواهد بـود. در  (1.3=0.3∙2+0.7∙1)بپذیرد مقدار امید  0,3را با احتمال  2و مقدار  0,7را با احتمال  1مقدار  Yبراي مثال اگر متغیر تصادفی 

  :کندیماین تعریف به شکل زیر تغییر شکل پیدا  ايدوجملهتوزیع 

�[�] = ��                                                            (5.4) 

  هستند. 5,2 يرابطهدر  ايدوجملهتوزیع  پارامترهاي pو  nدر این رابطه 

  

  .دهدیمتوزیع احتمال است و میزان دور بودن احتمالی متغیر تصادفی از میانگین را نشان  "6میزان پخشی"یا  "5پهنا"کمیت دوم مطرح 

 :شودیمبه فرم زیر تعریف  Y ،Var[Y]واریانس یک متغیر تصادفی  تعریف:

���[�] ≡ �[(� − �[�])�]                                     (5.5) 

نشـان  ��و بـا  نامنـدیمـ Y. جزر واریانس را انحراف معیار کندیم، پیدا Y ،E[Y]واریانس مجموع مربعات خطاي انتظاري را با استفاده از امید 

 .دهندیم

 :شودیم، به صورت زیر تعریف ��، Yمتغیر تصادفی  انحراف معیار تعریف:

�� ≡ ��[(� − �[�])�]                                             (5.5) 

  خواهند بود:داشته باشد، واریانس و انحراف از معیار به فرم زیر  ايدوجملهتوزیع  Yدر شرایطی که متغیر تصادفی 

���[�] = ��(1 − �) 

�� = ���(1 − �)                                                  (5.7) 

  ، بایاس و واریانسهازنندهتخمین  5,3,4

و  اينمونهطاي : فرق خمیگردیم اصلی بر سؤال، به کندیمپیروي  ايدوجملهاز توزیع  (ℎ)������که متغیر تصادفی  میادادهحال که نشان 

  خطاي واقعی چیست؟

  توصیف کنیم. داریم که کندیمرا بیان  ايدوجملهکه توزیع  5,2 يرابطهرا با استفاده از  (ℎ)������و  (ℎ)������بیایید 

������(ℎ) =
r

n
 

������(ℎ) = � 

                                                      

5 width 
6 spread 



از  hاشـتباه  بنديدستهنیز احتمال  pاست و  S يمجموعهاز  hاشتباه  يهابنديدستهتعداد  r و S يمجموعه هاينمونهتعداد  nدر این رابطه 

  است. �انتخاب شده با توزیع  اينمونه

یـک مقـدار تصـادفی بـراي  يزنندهتخمین . در کل، نامندیم (ℎ)������از خطاي واقعی  7ايزنندهرا تخمین  (ℎ)������متخصصان 

تخمـین آیـا  این است که شودیمهر تخمین زننده مطرح  يدربارهکه  یسؤال. اولین رودیم تصادفی به کارمتغیر آن  جمعیت يهایژگیوتخمین 

؟ بایاس تخمین را به عنوان اختلاف بین مقدار امید تخمین زننده و مقـدار واقعـی متغیـر تصـادفی دهدیمزننده در میانگین تخمین درستی به ما 

  .میکنیمتعریف 

  به صورت pاز پارامتر  Y يزنندهبراي تخمین  8بایاس تخمین تعریف:

�[�] − � 

  .شودیمتعریف 

است. توجه داشته این حالتی اسـت کـه پـس از  pبدون بایاس از  يزنندهیک تخمین  Yکه  مییگویم اگر مقدار بایاس تخمین زننده صفر باشد

  تصادفی میانگین مقدار تصادفی به امید تخمین زننده میل کند. آزمایش زیاديتعداد 

 يرابطـهاسـت ( np ايدوجملـهدر توزیـع  rاست؟ بله، زیرا که مقدار امید  (ℎ)������بدون بایاسی از  يزنندهتخمین  (ℎ)������یا آ

  است. pهمان  r/nثابت است، پس مقدار امید  nکه  ). حال چون5,4

 هاينمونـهبـر روي  هاهیفرضـکه در ابتداي این فصل نیز گفته شد، بررسـی  طور هماندر بایاس تخمینی وجود دارد. اول،  توجهقابل ينکتهدو 

. بـراي اینکـه کنـدیمـاشاره آن  است که بایاس تخمین به اينکتههمان  دقیقاً، این دهدیمتخمینی بایاس دار از خطاي فرضیه به ما  ،آموزشی

������(ℎ)  تخمینی بدون بایاس از������(ℎ)  يهیفرضبه ما بدهد، باید h  هاينمونهو S  باید مستقل باشند. دوم اینکه ایـن مفهـوم

 ايدسـتهبیان شد اشتباه گرفته شود. بایاس تخمینی یک مقدار عددي است در حالی که بایاس استقرایی  2نباید با بایاس استقرایی که در فصل 

  است. 9هافرضپیشاز 

اسـت کـه  دركقابـلبدون بایاس مختلف،  هايزنندهاست. با داشتن انتخاب بین تخمین آن  ویژگی مهم دیگر هر تخمین زننده مقدار واریانس

کـه  شـودیمـرا انتخاب کنیم که کمترین مقدار واریانس را داشته باشد. با تعریفی که از واریانس ارائه شد، این انتخـاب باعـث  ايزنندهتخمین 

  خطاي انتظاري بین تخمین و مقدار واقعی به کمترین مقدار برسد.

دارد. اگـر  n=40بـا تعـداد  ییهانمونـهخطـا بـر روي  r=12را بررسی کنیم که  ايفرضیه میخواهیم براي تصور این مفاهیم، فرض کنید که

������(ℎ)  بدون بایاس از  يزنندهیک تخمین������(ℎ)  باشد، و داشته باشیم������(ℎ) =
�

�
= . واریانس این تخمین 0.3

بـراي واریـانس از  شـودیمـانتخـاب  ايدوجملـهبا توزیـع  rعددي ثابت است. حال چون  nوابسته است، زیرا که  rبه واریانس مقدار  ماًیمستق

کنـیم. پـس  اسـتفاده pمـان از  r/nاز تخمـین  بجـاي آن وانتیممجهول است، اما  pهنوز مقدار  متأسفانه. np(1-p)داریم:  5.7 يرابطه

                                                      

7 estimator 
8 estimation bias 
9 assertion 



8.4√پس مقدار انحراف معیار  8.4=(0.3-1)0.3∙40خواهد بود  r انسیوار ≈ خواهد بود.  r/n ،2.9/40=.07. پس انحراف معیار 2.9

  ).5,1 تمریناست ( 0,07با انحراف معیار تقریبا  0,30در این مثال مقدار امید  (ℎ)������به طور خلاصه، 

  :دآییم به دستزیر  يرابطهموجود مستقل، از  ينمونه nدر  rدر کل، با داشتن خطاي 

�
������(�) =

��

�
= �

�(1 − �)

�
                                         (5.8) 

  :شودیمزیر تبدیل  يرابطهبه  pبراي  r/n=������(ℎ)که با تخمین 

�
������(�) = �

������(ℎ)�1 − ������(ℎ)�

�
                          (5.9) 

  اطمینان يبازه 5,3,5

. در این بازه باشـد اسـتکه مقدار واقعی  رودیم معمول توصیف عدم قطعیت یک تخمین توجه به بازه و احتمالی است که انتظار يهاراهیکی از 

  .شودیماطمینان نامیده  يبازهچنین تخمینی، تخمین 

  باشد. pکه شامل  رودیم احتمال %Nاست که  ايبازه pبراي پارامتر  %Nاطمینان  يبازه تعریف:

مقـدار  %95گفـت کـه بـا احتمـال  تـوانیمـنیـز از فرضـیه مسـتقل باشـند،  هانمونـهباشـد و  n=40و  r=12براي مثال، اگر مثل مثال بالا 

������(ℎ)  است. 0.14±0.30 يهبازدر  

 (ℎ)������ بـر ايدوجملـه؟ جواب در این حقیقت نهفته است که توزیع احتمـال ندیآیم به دستچگونه  (ℎ)������اطمینان  هايبازه

آوردن  بـه دسـت. بنابراین، براي دیآیم به دست 5,9 يرابطهاست و انحراف معیار نیز از  (ℎ)������. میانگین این توزیع مقدار حاکم است

حـول  ايبـازهاز کل احتمال را در بر بگیرد. این بـازه،  %95بگیریم تا  (ℎ)������فقط نیاز است که بازه را حول مقدار میانگین  %95 يبازه

������(ℎ)  موارد  %95که در������(ℎ) گیرد میقرار آن  درون.  

 برزمـان ايدوجملـه، این محاسبه براي توزیع احتمال متأسفانهورد؟ آ به دستاحتمال را  %N يبازه ياندازه توانیمچگونه  Nبراي عدد معلوم 

نمونـه توزیـع بـه توزیـع  زیـاد نسبتاً، زیرا که با تعداد دیآیم به دست، در اکثر موارد تقریب خوبی براي بازه يبرزماناست. خوشبختانه، با وجود 

نیز نشـان  5,4که در جدول  طور هماناحتمال باشد.  توزیع نیترفیتعر) شاید خوش آمدهنیز  5,4. توزیع نرمال (که در جدول کندیمنرمال میل 

بـه  ايدوجملهباشد، توزیع  زیاد نسبتاً nاست. زمانی که تعداد  σو با انحراف معیار  μداده شده، توزیع نرمال، توزیعی زنگی شکل حول میانگین 

  .کندیمتوزیع نرمالی با همان میانگین و انحراف معیار میل 



  

  :شودیمزیر تعریف  يرابطه، توزیعی زنگی شکل است که توسط توزیع نرمال (یا توزیع گوس)

�(�) =
1

√2���
�

�
�
�

�
���

�
�

�
 
 

  از توزیع نرمال پیروي کند: Xاگر متغیر تصادفی 

  احتمال اینکهX  يبازهدر (a,b)  آمدخواهد  به دستزیر  يرابطهباشد از: 

� p(x)dx
�

�

 

  امید یا میانگینX ،E[X]: 

�[�] = � 

  واریانسX ،Var(X): 

���(�) = �� 

  انحراف معیارX ،�
�

 

�
�

= � 

  با توزیع نرمال بررسی کرد. توانیمتصادفی را با توزیع دلخواه  متغیرهايکه مجموع  دهدیمنشان  )5,4,1(در بخش  1حد مرکزي يهیقض

  توزیع نرمال یا توزیع گوس. 5,4جدول 

 يبـازههمان  دقیقاًپیدا کرد. این بازه  ردیگیماحتمال را در بر  %Nکه  ايبازهبه راحتی  توانیمتوزیع نرمال این است که  ترجیحیکی از دلایلی 

N%  اطمینـان  يبـازهنصف پهناي  ،بود آمده 5,1که در جدول  ��. ثابت آمده به دستنیز از این حقیقت  5,1جدول  عملاحتمال ماست و در

نشـان  ��.�ایـن بـازه را بـراي  (a) 5.1. شـکل شـودیمبین میانگین و یکی از طرفین بازه) که بر مقدار انحراف معیار تقسیم  يفاصلهاست (

  .دهدیم

                                                      

1 central limit 



  

  .1و انحراف معیار  0با میانگین توزیع نرمال  5,1شکل 

(a)  توجه داشته باشید کـه ردیگیمقرار  [1.28,1.28-]از دو طرف محدود  يبازهمتغیر تصادفی در  %80با احتمال .�.�� = �. . پـس بـا احتمـال ��

از یک  يبازهمتغیر تصادفی در  %90با احتمال  (b). ردیگیممتغیر تصادفی در سمت چپ این بازه قرار  %10متغیر تصادفی در سمت راست و با احتمال  10%

  .ردیگیمقرار  [1.28,∞-)طرف محدود 

در  %Nبـه احتمـال  Yبـراي  yپیروي کند، مقدار تصادفی  σو انحراف معیار  μاز توزیع نرمال با میانگین  Yبه طور خلاصه، اگر متغیر تصادفی 

  :ردیگیمزیر قرار  يبازه

� ± ���                                                        (5.10) 

  :ردیگیمزیر قرار  يبازهدر  %Nبا احتمال  μبه طور مشابه، مقدار میانگین 

� ± ���                                                        (5.11) 

). ابتدا 5,1 يرابطهدر توابع گسسته مقدار ترکیب کرد ( %N يبازهبلی ذکر شده در مورد کلی ق يهاتیواقعبه سادگی با  توانیماین واقعیت را 

به  5,9 يرابطهاست و انحراف معیارش نیز از  (ℎ)������آن  که میانگین کندیمپیروي  ايدوجملهاز توزیع  (ℎ)������ میدانیم اینکه

با تقریب خوبی بـا توزیـع  توانیمرا  ايدوجملهکافی بزرگ باشد توزیع  ياندازهبه  nکه براي زمانی که تعداد  میدانیم . دوم اینکهدیآیم دست

. بنـابراین، بـا کنـدیمـرا با توجه بـه توزیـع نرمـال مشـخص  %Nاطمینان  يبازهروش پیدا کردن  5,11 يرابطهنرمال تقریب زد. سوم اینکه 

  .میرسیم 5,1 يرابطهبراي توابع گسسته مقدار به  5,11 يرابطهدر  (ℎ)������ر جایگزینی میانگین و انحراف معیا

������(ℎ) ± ��
�

������(ℎ)�1 − ������(�)�

�
 

  مهم در تخمین این رابطه به شرح زیرند: ينکتهدو 

 گیرينتیجـهاسـتفاده کـردیم (در  (ℎ)������بـه جـاي  (ℎ)������، ما از (ℎ)������براي  σدر تخمین انحراف معیار  .1

 )5,8 يرابطهاز  5,9 يرابطه

  .میازدهرا با توزیع نرمال تخمین  ايدوجملهتوزیع  .2

بهتـر اسـت از جـدولی بـا مقـادیر توزیـع  nخوبی هستند. براي مقادیر کمتر  يهابیتقر np(1-p)≥5و  n≥30این دو تقریب تا زمانی که 

  توزیع نرمال استفاده کنیم.به جاي  ايدوجمله



  یک طرفه و دو طرفه هايبازه 5,3,6

دارد؛ زیرا که کمیت تخمین زده شده را هم از بالا و هم از پـایین محـدود کـرده اسـت. در  2اطمینان ذکر شده مرز دوطرفه يبازهتوجه دارید که 

 (ℎ)������احتمال اینکه " سؤال). براي مثال ممکن است جواب 3طرفه کیما فقط به یکی از این دو مرز است (مرز  يعلاقهبعضی موارد، 

کـه مـا بـه محـدود کـردن  شوندیم ایجاد یزمان عتاًیطبدارند  طرفه کیکه مرز  ییهاسؤالبرایمان مهم باشد. چنین  "بیشتر باشد؟ Uحداقل از 

  باشد برایمان مهم نیست. ترکوچکمقدار بسیار آن  علاقه داریم و اینکه خطا از hحداکثر خطاي 

مـال حـول توزیـع نر این است کـهاین تغییر  اساسی ينکته .کندیمتبدیل  طرفه کیبه روش پیدا کردن مرز  آن را تغییر کوچکی در فرایند بالا

تبدیل کـرد (مثـل  طرفه کیبا مرز  ايبازهاطمینان  با مرز دوطرفه را به  يبازههر  توانیماست. به همین خاطر  همیانگینش متقارن پخش شد

 %(α/2-1)100فقط محـدود از بالـا اطمینـان  يطرفه کی هايبازهداشته باشد،  %(α-1)100اولیه اطمینان  يبازه). اگر (b) 5.1شکل 

احتمال این است که متغیر تصادفی خارج  αفقط محدود از پایین نیز همین اطمینان را خواهد داشت. در اینجا  يطرفه کی يبازهخواهند داشت. 

 .انـدنخوردهقرار بگیرد کـه هاشـور  (a) 5.1از شکل  ییهاقسمتاحتمال این است که متغیر تصادفی در  αمزبور باشد. به عبارت دیگر،  يبازه

  قرار بگیرد. (b) 5.1شکل  ينخوردهین است که متغیر تصادفی در قسمت هاشور نیز احتمال ا α/2مقدار  متناسباً

 همـان .اندمسـتقلاز فرضـیه  هانمونهنمونه داریم که  n=40با  ايمجموعهخطا بر روي  r=12با  ايفرضیهبراي تصور، دوباره فرض کنید که 

پـس  95%=(α-1)100. در اینجـا، کنـدیمرا مشخص  0.14±0.30ي  (دوطرفه) %95 يبازهکه بالاتر نیز گفته شد، این اطلاعات  طور

α=0.05 100بگوییم که با اطمینـان  میتوانیم، اياضافه فرضپیش. بنابراین بدون اضافه کردن هیچ(1-α/2)=97.5% ،������(ℎ) 

با اطمینان دو برابر نسبت به مرز دوطرفـه خـواهیم داشـت  (ℎ)������براي  طرفه کیاست. بنابراین، مرزي  44.=0.14+0.30حداکثر 

  ).5,3(تمرین 

  اطمینان هايبازهروش کلی براي استخراج  5,4

 يهیـپابـر  hبراي توابـع گسسـته مقـدار  (ℎ)������تخمین براي حالت خاص: تخمین  هايبازهآوردن  به دستدر قسمت قبل چگونگی 

. در دهدیممین شرح براي استفاده در تعداد کثیري از مشکلات تخ تریکلارائه شد روشی آنجا  نمونه توضیح داده شد. روشی که nبا  ايمجموعه

 در. فرایند کلی مراحل زیر را دانستعضو  nبا  ايزیرمجموعهتخمین میانگین (مقدار امید) یک مجموعه بر اساس  فوق را يمسئله توانیمکل، 

  :گیردیم بر

 .(ℎ)������تخمین بزنیم، براي مثال  میخواهیم که از مجموعهاي  pمعلوم کردن پارامتر  .1

 . بهتر است این تخمین زننده واریانس کم داشته و بدون بایاس باشد.(ℎ)������، مثل ، مثل Y يزنندهتعریف تخمین  .2

. مشخص کردن این توزیـع شـامل مشـخص کـردن کندیمرا کنترل  Y يزنندهکه کار تخمین  ��مشخص کردن توزیع احتمال   .3

 .شودیمواریانس و میانگین نیز 

                                                      

2 two sided bound 
3 one side bound 



قـرار  Uو  L بـین دو مقـدار  ��از جرم احتمـال توزیـع  %Nکه  Uو  L يآستانهبا پیدا کردن مقادیر  %N يبازهمشخص کردن  .4

 بگیرد.

. با این وجود، میکنیماز این روش کلی براي مسائل تخمین مختلفی که در یادگیري ماشین مطرح است استفاده  ،بعدي این فصل يهاخشبدر 

  حد مرکزي را بررسی کنیم. يهیقضاساسی  يجهینتابتدا بیایید 

  حد مرکزي يهیقض 5,4,1

متغیـر  n، حد مرکزي است. دوبـاره شـرایط کلـی يهیقض ردیگیماطمینان مورد استفاده قرار  هايبازهکه براي پیدا کردن  ییهاقتیحقیکی از 

,��تصادفی مستقل  … ,  μ. فرض کنیـد را در نظر بگیرید بار پرتاب یک سکه) n(مثل  کنندیمکه از توزیع احتمال مجهول خاصی پیروي  ��

 زیرا که هـر کـدام از اندشده 4مستقل و به طور یکسان توزیع �� متغیرهايباشد. این آن  نیز انحراف معیار σمیانگین این توزیع مجهول باشد و 

از هـا  ��بر  حاکمتابع توزیع  μ. در تخمین میانگین کنندیم، و هر کدام از همان توزیع احتمال پیروي کندیممجزایی را توصیف  آزمایش هاآن

��� میکنیمهمان تعریف میانگین استفاده  ≡
�

�
∑ ��

�
که توزیع احتمال  دیگویم حد مرکزي يهیقض). هاپرتاببه کل  رهایش. (مثل نسبت ���

 کندیمرا کنترل  ���. علاوه بر این توزیعی که کندیمبه توزیع نرمال میل  ∞→nچه باشد با ها  ��مستقل از اینکه توزیع احتمال  ��� حاکم بر

و انحراف معیار  μمیانگین 
�

√�
  خواهد داشت. به عبارت دیگر، 

,�� يشدهمتغیر تصادفی مستقل و به طور یکسان توزیع  ايدستهفرض کنید که  حد مرکزي. يهیقض 5,1 يهیقض … , را داریم که  ��

�و واریانس  μتصادفی با توزیع احتمالی که میانگین  متغیرهايهر کدام از این 
�

���. اگر شوندیم دارد کنترل  ≡
�

�
∑ ��

�
تعریف کنـیم،  ���

  توزیع احتمال حاکم بر ∞→nو 

��� − �

�

√�

 

  میل خواهد کرد. 1به توزیع نرمال با میانگین صفر و انحراف معیار 

حـد  يهیقضـ ،آن ! علاوه برگرددیم معلومها  �� احتمال حاکم بر بدون دانستن توزیع ��� احتمال حاکم بر توزیع ،است یاین حقیقت بسیار جالب

  .کند میارائه  ���از واریانس و میانگین تابع توزیع ها  ��مرکزي روشی براي پیدا کردن واریانس و میانگین تابع توزیع 

چیـزي تعریـف کنـیم  ، زیرا که بـه هـر صـورت کـه یـک تخمـین زننـده بـراي تخمـین میـانگیناست پرکاربردحد مرکزي، حقیقتی  يهیقض

)������(ℎ)  براي میانگین خطاست) يزنندهتخمین ،n  حـال اگـر  با توزیع نرمـال تخمـین زد. توانیم آن راکافی بزرگ  ياندازهبه هاي

 تقریـباطمینان استفاده کنیم. یـک  هايبازه يمحاسبهبراي  5,11 يرابطهبا استفاده از  میتوانیمواریانس این توزیع نرمال (تخمینی) را بدانیم 

�از تقریب نرمال استفاده کنیم که داشت باشیم  میتوانیممتداول این است که زمانی  ≥ . توجه دارید که در قسمت قبلی از چنـین توزیـع 30

  استفاده کردیم. کردیمرا توصیف  (ℎ)������که  ايدوجملهنرمالی براي تخمین توزیع 

                                                      

4 identically distributed 



  و فرضیهد خطاهايتفاوت  5,5

 ��کـه شـامل  �� يمجموعهبر روي  �ℎ يهیفرضي داریم. مقدار هدف گسسته تابعبراي  را �ℎ و �ℎ يهیفرضحالتی را تصور کنید که دو 

تفاوت بین خطـاي  میخواهیم نمونه است بررسی شده است. فرض کنید که ��که شامل  �� يمجموعهبر روي  �ℎ يهیفرضنمونه است، و 

  واقعی این دو فرضیه را تخمین بزنیم.

� ≡ ������(ℎ�) − ������(ℎ�) 

. با معلوم کردن میکنیماستفاده  dاطمینان براي  يبازهآوردن  به دستبراي  5,4ارائه شده در ابتداي بخش  ايمرحلهدر اینجا ما از فرایند چهار 

d يزننـدهتخمین بزنیم، باید یک تخمین زننده معرفی کنیم. تنها انتخاب ممکن و واضـح بـراي تخمـین  میخواهیم به عنوان پارامتري که d 

  :میدهیم نشان ��است که با  اينمونه خطاهاياختلاف بین 

�� ≡ ������(ℎ�) − ������(ℎ�) 

�����؛ کندیمارائه  dتخمینی بدون بایاس از  ��نشان داد که  توانیماما  میکنینمبا وجود اینکه اینجا اثبات  = d.  

کافی بزرگ باشند (هـر دو  ياندازهبه  �� و��قبلی گفته شد، اگر  يهاقسمتدر آنچه  ؟ با استفاده ازکندیماز چه توزیع احتمالی پیروي  ��اما 

�������باشند) هر دو متغیر تصادفی  30از  تربزرگ
(ℎ�)و �������

(ℎ�)  از توزیع نرمال پیروي خواهنـد کـرد. چـون تفـاوت دو توزیـع

نشـان داد کـه واریـانس ایـن توزیـع مجمـوع  توانیمخواهد داشت. همچنین  dنیز توزیعی نرمال با میانگین  ��توزیعی نرمال است،  نیز نرمال

������� يهاعیتوزواریانس 
(ℎ�)و �������

(ℎ�)  براي تخمین واریانس هر یک از این دو توزیع داریم  5.9 يرابطهاست. با استفاده از

  که:

�
��

�
≈

�������
(ℎ�) �1 − �������

(ℎ�)�

��
+

�������
(ℎ�) �1 − �������

(ℎ�)�

��
 (5.12) 

 دیـآیمـ بـه دسـت dبراي  ��اطمینان را که از  هايبازه توانیم، به راحتی میاکردهرا مشخص  کندیمرا کنترل  ��حال که توزیع احتمالی که 

�و واریانس  dکه از توزیع نرمالی با میانگین  ��مشخص کرد. براي متغیر تصادفی 
�

��اطمینـان  يبـازه کندیمپیروي   ± را خـواهیم  ���

�داشت. با استفاده از واریانس تخمینی 
��

�
  به صورت زیر خواهد بود: dاطمینان تخمینی براي  يبازهکه در بالا محاسبه شد این  

�� ± ��
�

�������
(ℎ�) �1 − �������

(ℎ�)�

��
+

�������
(ℎ�) �1 − �������

(ℎ�)�

��
(5.13) 

براي تخمین اختلاف بین خطاهـاي  ايدوطرفهاطمینان  يبازهبالا  يرابطه. شودیماستخراج  5.1مقادیري است که از جدول  ��در این رابطه 

اختلـاف خطاهـا در یـک  نیتـربزرگباشـد، محـدود کـردن  طرفـه کی يبازهما به  يعلاقه. بعضی مواقع ممکن است دهدیمدو فرضیه به ما 

  تبدیل کرد. طرفه کی هايبازهبه  5,3,6با همان فرایند قسمت  توانیماطمینان دوطرفه را  يبازهخاص. این  يمحدوده



، اما گـاهی اسـتفاده از اندشدهمستقل تست  هايدادهروي مجموعه  �ℎ و �ℎ يهیفرضو با این وجود که بررسی بالا در حالتی انجام گرفته که د

مسـتقل اسـت)  �ℎ و �ℎ يهیفرض(که هنوز از هر دو  S يمجموعههر دو بر روي  �ℎ و �ℎ) در جایی که 5,13 يرابطهاطمینان ( يبازهاین 

  را به فرم زیر تعریف کرد: �� توانیماست. در این حالت  قبولقابل

�� ≡ ������(ℎ�) − ������(ℎ�) 

دلیـل ایـن  .اندشدهدر نظر گرفته  Sهر دو  ��و  �� يمجموعهاست، زیرا که دو  5,12 يرابطهکمتر از اختلاف  معمولاًجدید  ��این اختلاف در 

. در ایـن را حـذف خواهـد کـرد ��و  �� ین ترکیـبتصادفی بـ اتاختلاف اثر براي ارزیابی اختلاف S اينمونه يمجموعهکاهش استفاده از یک 

  محافظه کارانه، اما هنوز درست، خواهد بود. ايبازهدر کل  5,13 يرابطهاطمینان  يبازهحالت، 

  5تست فرضیه 5,5,1

براي مثال،   حدس داشته باشیم. پارامترهاياطمینان را براي  هايبازهما بیشتر به احتمال درستی یک حدس است تا اینکه  يعلاقهبعضی مواقع، 

(�ℎ)������با چه احتمالی داریم " که سؤالما به این  يعلاقهفرض کنید،  > ������(ℎ�) يهاقسمتاست. با توجه به آنچه در  "؟ 

و داریم،  میکنیمتست  100مساوي  ياندازهبا  ��و  ��مستقل  يمجموعهرا بر روي دو  �ℎو  �ℎ يهیفرضگذشته گفتیم، فرض کنید که دو 

�������
(ℎ�) = �������و  30.

(ℎ�) = ��، بنابراین اختلاف مشاهده شده 20. = خواهد بود. البتـه بـا توجـه بـه اختلافـات  10.

(�ℎ)������ممکن است چنین نتایجی حتی زمانی که  اينمونه هايدادهتصادفی در  ≤ ������(ℎ�)  است نیز مشاهده شود. احتمال

(�ℎ)������اینکه داشته باشیم  > ������(ℎ�)  اينمونهبا داشتن اینکه اختلاف �� = را داریم چقدر است؟ یا به طـور معـادل  10.

�احتمال اینکه  > ��باشد به شرط اینکه  0 =   چقدر است؟ 10.

�) Prتوجه دارید که احتمال اینکه  > . ياندازهرا به  �، ��مشابه احتمال این است که  (0 بیشتر تخمین زده باشد. بـه عبـارت دیگـر،  10

�� يطرفه کیاطمینان  يبازهدر  ��احتمال این است که  < � + ، ��میانگین توزیع احتمال حاکم بر  �قرار بگیرد است. در این رابطه  10.

��رابطه را به صورت  توانیماست پس  < ��� +   بازنویسی کرد. 10.

�) Prبه طور خلاصه احتمال  > �� يطرفه کیاطمینان  يبازهدر  ��مساوي این احتمال است که  (0 < ��� + قـرار داشـته باشـد  10.

قـرار  يطرفه کیاطمینان  يبازهدر  ��احتمال اینکه  توانیم، میاکردهرا محاسبه  ��در قسمت قبلی توزیع احتمال حاکم بر  است. از آنجایی که

  خواهد شد. گیرياندازهدر این بازه  ��گیرد با جرم احتمال توزیع 

�� يدوبارهبیایید این محاسبه را با بازنویسی  < ��� + آورد  به دست توانیم 5,12 يرابطهبا انحراف از معیار شروع کنیم. با استفاده از  10.

���که  ≈   نوشت،اطمینان را به فرم زیر  يبازه توانیم، پس 061.

�� < ��� + 1.64���  

برابـر  1,64تا  ايبازهآورد که  به دست توانیم، 5,1در توزیع نرمال چند است؟ با توجه به جدول  طرفه کی يبازهمیزان احتمال متناسب با این 

  خواهد داشت. را %95اطمینان دو طرفه احتمال  يبازهدارد. بنابراین،  %90دوطرفه احتمال  يبازهانحراف حول میانگین براي 

                                                      

5 Hypothesis testing 



�� يمشاهدهبنابراین، با داشتن  = (�ℎ)������، احتمال اینکه 10. > ������(ℎ�) باًیتقر .  است. در واژگـان ادبیـات آمـاري، 95

(�ℎ)������"که این فرضیه که  مییگویم > ������(ℎ�)"  را با اطمینان. ه . یا به طور مشابه ممکن است بگوییم کمیریپذیم 95

  .میکنیمرد  1)-05.=(95.) را با احتمال 7تهی يهیفرض(یا  6فرضیه متضاد

  یادگیري يهاتمیالگور يسهیمقا 5,6

مناسـب بـراي آزمـون  دو فرضـیه اهمیـت بیشـتري دارد. يسـهیمقابراي ما از  �� و��عملکرد دو الگوریتم یادگیري  يسهیمقابعضی مواقع 

؟ بـا وجـود اینکـه انـدتوجهقابل آمارياز نظر  آمده به دست يهاتفاوتمعلوم کرد که  توانیمیادگیري چیست و چگونه  يهاتمیالگور يسهیمقا

 يمتـدهاهنوز در این مبحث از یادگیري ماشین داغ است اما ما در اینجا روشی خاص را معرفـی خـواهیم کـرد. بحـث در مـورد دیگـر  هابحث

  پیدا کنید. (Ditterich 1996)در  دیتوانیمجایگزین را 

. فرض کنید قصد داریم مشخص کنیم که کدام یک از دو الگـوریتم میکنیم آغازتخمین بزنیم  میخواهیم مثل قبل، کار را با تعیین پارامتري که

بررسـی کـارایی نسـبی دو  "به طور متوسـط"تعریف  يهاراه. یکی از ترندمتناسبمعلوم  fبه طور متوسط براي یادگیري تابع هدف  �� یا ��

است. به عبارت دیگر، قصد داریـم کـه  � اينمونهعضوي ممکن که با استفاده از توزیع احتمال  n هاينمونهالگوریتم بر روي تمامی مجموعه 

  مقدار امید خطاي بین دو فرضیه را تخمین بزنیم

E
�⊂�

����������(�)� − ���������(�)��                        (5.14) 

نیز به این معناست کـه مقـدار امیـد بـر روي  �⊃S، دیآیم به دست S هاينمونهاز  Lاست که با استفاده از متد  ايفرضیه L(S)در این رابطه 

را نشـان  �� و ��یادگیري دو متـد  خطاهاي. عبارت بالا مقدار امید اختلاف بین شودیممحاسبه  شوندیم انتخاب �که با توزیع  S هاينمونه

 .دهد می

. در میدهـیمـ محدود انجـام يمجموعهسترس است و بررسی بین دو متد را بر روي این د در �� هانمونهمحدود از  ايمجموعهالبته در عمل 

را  آموزشـی هايدادهاست.  ��تست  يدستهو  �� آموزشی يدستهبه  ��تخمین کمیت بالا تقسیم  يساده يهاروشچنین شرایطی، یکی از 

 گرفتـه ادیـ هايفرضـیهدقت هر کدام از  يسهیمقابراي  توانیمتست  يدستهبه کار برد و از  �� و ��در هر دو روش آموزش  براي توانیم

  :میکنیمشده استفاده کرد. به عبارت دیگر، ما کمیت زیر را محاسبه 

�������
���(��)� − �������

���(��)�                 (5.15) 

�������دو تفاوت کلیدي دارند. ابتدا اینکه در این رابطه از  5,14 يرابطهتوجه داشته باشید که این تخمین زننده و کمیت 
(ℎ) تخمین  براي

بـه جـاي کـل  �� آموزشـی يمجموعـهبـراي یـک  خطاهااستفاده شده است. دوم اینکه در این رابطه فقط تفاوت بین  (ℎ)������مقدار 

  استفاده شده است. �یع ممکن توز آموزشی هايمجموعه

                                                      

6 opposite hyposesis 
7 null hyposesis 



 و استفاده از میـانگین ترکوچک هايمجموعهبه  ��در چندین مرحله  هايدادهتقسیم  5,15 يرابطه يزنندهبهبود این تخمین  هايراهیکی از 

خطاهاي دو  يسهیمقابراي  5,5این کار به فرایند نشان داده شده در جدول  .مختلف است يهاشیآزما درتست  يدسته از آمده به دستخطاي 

نمونه  30که هر کدام حداقل  اندازههم يزیرمجموعه kرا به  هادادهفرایند تقسیم ابتدا  . اینانجامدیم ��ثابت  هايدادهمتد یادگیري بر اساس 

به عنوان  زیرمجموعه kبار یکی از  k، در هر یک از این کندیم آزمایشو  دهدیمآموزش  بار k. سپس الگوریتم یادگیري را کندیمدارند تقسیم 

 kیـادگیري بـر روي  يهاتمیالگورخواهند بود. به این ترتیب،  آموزشی يمجموعهنیز  هادادهقیه و ب ردیگیمتست مورد استفاده قرار  يمجموعه

به عنوان یک تخمین زننده براي اختلاف بین دو الگوریتم یـادگیري  ̅� خطاهايو میانگین اختلاف در  شوندیم مجزاي تست بررسی يمجموعه

  .شودیمانتخاب 

بـه  توانیمورد. حتی آبه حساب  5,14 يرابطهبه عنوان تخمینی از کمیت مطلوب  توانیمرا  دیآیم به دست 5,5که از فرایند جدول  ̅�کمیت 

   به دید تخمینی از کمیت زیر نگاه کرد: ̅�

E
�⊂��

[���������(�)� − ������(��(�))]                            (5.16) 

دلخواه از  ايمجموعه Sدر این رابطه 
���

�
تنها تفاوت بین این کمیت و کمیـت  .اندشدهانتخاب  ��نمونه است که با توزیع یکنواخت از  |��|

بـه جـاي اینکـه از  کنـدیمپیدا  ��موجود  هايدادهاز  ايمجموعهاین است که این کمیت مقدار امید را بر روي زیر 5,14 يرابطهاصلی ما در 

  ده کند.استفا �با توزیع  هانمونهتمامی 

,��مجزاي  يدسته kرا به  ��موجود  هايداده .1 ��, … ,  30هر مجموعه باید حداقل  ياندازهمساوي تقسیم کن،  هاياندازهبا  ��

 باشد.

 :kاز  يمساو کمترو  1با شروع از  iبراي تمامی مقادیر  .2

  استفاده کن. �� آموزشی يدستهبراي  هاداده يهیبقتست و از  يدستهبراي  ��از 

�� ← {�� − ��} 

ℎ� ← ��(��) 

ℎ� ← ��(��) 

�� ← �������
(ℎ�) − �������

(ℎ�) 

 را از تعریف زیر خروجی بده: ��مقدار  .3

δ� ≡
1

k
� δ�

�

���

                                                       (T5.1) 

  اند. شدهآورده  اطمینان این تخمین در متن هايبازه .�� و ��فرایند تخمین تفاوت بین خطاهاي بین دو متد یادگیري  5,5جدول 

  به فرم زیر است: �δبا  5,16 يرابطهبراي تخمین کمیت  %Nاطمینان  يبازه

δ� ± ��,������                                                   (5.17) 

 �δنیز تخمین انحراف معیار توزیع حاکم بـر  ���، کندیماطمینان بازي  يبازهرا در تعریف قبلی  ��ثابتی است که نقش  ���,��در این رابطه 

  :شودیمبه صورت زیر تعریف  ���است. در کل، 



��� ≡ �
1

�(� − 1)
���� − δ��

�
�

���

                                   (5.18) 

نیز  8آزادي يدرجه. پارامتر دوم که ��، مشابه کندیمدو اندیس دارد. اندیس اول درصد اطمینان بازه را مشخص  ���,��توجه دارید که ثابت 

را  شـودیمانجام  �δتصادفی مستقل که براي تولید مقدار تصادفی  فرایندهاي، این پارامتر تعداد شودیمنمایش داده  υ با معمولاًو  شودیمنامیده 

مقـدار  ∞→kشـده، توجـه داریـد کـه بـا آورده  5,6در جدول  tاست. مقادیر ثابت  k-1همان آزادي  يدرجه. در شرایط حاضر، دهدیمنشان 

  .کند میمیل  ��به ثابت  ���,��

 يدسـتهشده را بـر اسـاس یـک  گرفته ادی يهیفرضشد دقت هر دو آورده  متد یادگیري در اینجادو  يسهیمقاتوجه دارید که فرایندي که براي 

به مستقل گفته شد در تضاد است.  يهاتستبا دسته  هاهیفرض يسهیمقادر مورد  5,5. این با چیزي که در قسمت کندیمبررسی  مشترك تست

اطمینـان  هـايبازه معمولـاًجفـت  يهاتسـت. ندیگویم 9جفت يهاتست شوندیم مشابهی تست هايمجموعهبر روي  هاهیفرضکه  ییهاتست

. در مقابـل، زمـانی کـه هاسـتهیفرضاختلـاف در  به خاطرجفت فقط  يهاتستزیرا که در خطاهاي مشاهده شده در  کنندیمایجاد  يترکوچک

  بگذارد. ریتأث تستنمونه ممکن است بر روي  يمجموعه، تفاوت ناشی از ترکیب دو شوندیم مجزایی تست هايدادهبر روي  هاهیفرض

  Nاطمینان  يدرجه 

 90% 95% 98% 99% 

υ=2 2.92  4.30  6.96  9.92  

υ=5  2.02  2.57  3.36  4.03  

υ=10  1.81  2.23  2.76  3.17  

υ=20 1.72  2.09  2.53  2.84  

υ=30  1.70  2.04  2.46  2.75  

υ=120  1.66  1.98  2.36  2.62  

υ=∞  1.64  1.96  2.33  2.58  

  .کند میمیل  ��به  �,��، ∞→vاطمینان دو طرفه. با  هايبازهبراي  �,��مقادیر   5,6جدول 

                                                      

8 number of degrees of freedom 
9 paired tests 



  10tجفتی  يهاتست 5,6,1

 هـايبازهبراي ایـن فراینـد و  آماريارائه شد. در این بخش توجیه  هادادهثابتی از  يمجموعهدو متد یادگیري با  يسهیمقادر بالا، فرایندي براي 

بـدون از دسـت دادن پیوسـتگی مطالـب ایـن  دیتوانیم. در اولین بار خواندن این کتاب میدهیم را مورد بحث قرار 5,18و  5,17اطمینان روابط 

  قسمت را نخوانید.

  تخمینی زیر است: يمسئلهشده در نظر گرفتن آورده  5,17 يرابطهتخمینی اطمینان که در  هايبازهبهترین راه براي درك توجیه 

 مستقل و به طور یکسان توزیع شده داریم. يشدهاز مقادیر تصادفی مشاهده  ايدسته 

  سعی داریم که میانگینμ  را پیدا کنیم.ها  ��را براي توزیع حاکم بر 

  است: ��مورد استفاده در این مسئله مقدار  يزنندهتخمین 

�� =
1

�
� ��

�

���

 

تخمـین  يمسـئله، بسـیار کلـی اسـت. بـراي مثـال، ایـن حالـت کلـی ردیگیمصورت  ��که بر اساس مقدار  μتخمین میانگین  يمسئلهین ا

������(ℎ)  با استفاده از������(ℎ) بنديدسـتهاینکـه نمونـه درسـت  بـه بنابودند ( 0یا  1ها ��. (در این مسئله، شودیمشامل  نیز را 

شده اسـت، آورده  نیز 5,18و  5,17 يرابطه، که در tتخمین بزنیم). تست  میخواستیم همان میانگین بود که (ℎ)������یا خیر) و  شودیم

  .کنندیماز توزیع نرمال پیروي ها  ��حالت خاصی از این مسئله است، حالتی که 

فـرض کنیـد کـه بـه جـاي داشـتن  کارایی دو الگوریتم یادگیري در نظر بگیرید. يسهیمقارا براي  5,5براي متد جدول  را حال فرم ایده آل زیر

در  5,5دریافت کنیم. در کل، متد ایده آل فراینـد جـدول  �آموزشی جدید را بر اساس توزیع احتمال  هاينمونه میتوانیم، ��ثابت  يمجموعه

 .کنـدیمـایجاد شده استفاده  )��(همان توزیع  �را که با توزیع  �Tتست جدید  يدستهو  ��آموزشی جدید  يدستههر بار تکرار حلقه از یک 

بـه طـور یکسـان در این فرایند متناسب با متغیرهـاي تصـادفی  ��تخمینی بالا تطبیق دارد. در کل، معیار  يمسئلهبا فرم  کاملاًاین متد ایده آل 

). میـانگین 5,14 يرابطـه( دهدیمبین دو متد یادگیري را نشان  خطاهامقدار امید اختلاف بین  هاعیتوزاین  μهستند. میانگین ها  ��توزیع شده 

تـا چـه  �δمیـانگین "کـه  است سؤالما به جواب این  يعلاقه .شودیم گیرياندازهمتد  اینایده آل  حالتتوسط که  �δکمیتی است  �Y اينمونه

  "؟دهدیمبه ما  μمیزان تخمین خوبی از 

نمونـه داشـته باشـد. بـه  30حداقل  هامجموعهکه هر یک از  شودیمطوري انتخاب  ��تست  هايمجموعه ياندازهابتدا توجه داشته باشید که 

 روبرو هسـتیم کـه در آن یخواهند داشت. بنابراین، با حالت خاص نرمال باًیتقرحد مرکزي) توزیعی  يهیقض(طبق ها  ��همین دلیل، هر کدام از 

توزیعی نرمال است، توزیـع  ��نشان داد که در کل، زمانی که توزیع حاکم بر هر یک  توانیم. هستند نرمال باًیتقرهمگی ها  �� توزیع حاکم بر

اطمینان  هايزهبادر مورد  ترشیپنچه آز ا توانیمتوزیعی نرمال دارد،  ��با این دانش که  توزیعی نرمال خواهد بود. �� اينمونهحاکم بر میانگین 

، این رابطه نیاز بـه متأسفانه .با توزیع نرمال صادق بود) يهااحتمالکه براي توزیع  5,11 يرابطه( کرد استفادهگفته شد براي این متغیر تصادفی 

  انحراف معیار دارد، که در حال حاضر براي ما متغیري مجهول است.

                                                      

10 Paired t tests 



تصـادفی بـا  متغیرهـاياز  ايمجموعه اينمونهاست، شرایطی که در آن هدف تخمین میانگین  آمدهبراي چنین شرایطی به وجود  دقیقاً tتست 

جدیـد  نمادگذاريکه با  5,18و  5,17 يرابطهاطمینان  هايبازهاز  توانیمبه طور یکسان توزیع شده است. در چنین شرایطی، نرمال  يهاعیتوز

  کرد: استفاده شوندیم به شکل زیر نمایش داده

� = �� ± t�,���s��  

  انحراف معیار میانگین نمونه است: ��sکه در این رابطه 

s�� = �
1

�(� − 1)
�(�� − ��)�

�

���

 

را  tاز توزیع احتمال موسوم به توزیـع  ايناحیه يهایژگیوثابتی است که  ���,�tثابت  است. در واقع ��ثابتی مشابه ثابت قبلی  ���,�tو 

مشابه توزیع نرمال توزیعی زنگی شکل است با  tتوزیع  .کندیممشخص  کردیماز توزیع احتمال نرمال را مشخص  ايناحیهکه  ��مشابه ثابت 

 kبا میل کردن متغیر  tرا تخمین بزند. توزیع  ��σرا داشته باشد تا بتواند انحراف معیار واقعی  ��sاین تفاوت که پهناي بیشتري دارد تا واریانس 

 k، با افزایش ��s است زیرا که انتظار داریم که منطقیاین  میل خواهد کرد. )��نیز به  ���,�t متناسباًزیع نرمال ( و نهایت به توبه سمت بی

  استفاده کنیم. ��از  میتوانیم داریم دقیقاً میل کند و همچنین زیرا که زمانی که انحراف معیار را ��σبه سمت مقدار واقعی انحراف معیار 

  نکات کاربردي 5,6,2

براي تخمین میـانگین  �� اينمونهرا در حالتی که علاقه ما به میانگین  5,17 يرابطهاطمینان  يبازهتوجه دارید که بحث بالا استفاده از تخمین 

ایجاد شده است، در این . این رابطه براي متد ایده آل مطرح شده در بالا کندیممستقل با توزیع نرمال را توجیه  ییرهایمتغعضوي  k يمجموعه

از  ��محـدود  يمجموعـهقبلی اضـافه شـده. در عمـل، بـا داشـتن  يهافرضآموزشی تابع هدف به  هاينمونهنهایت به ایده آل دسترسی بی

�برقرار نیست. در کل، مسئله اینجاست که تنها راه ایجاد  کاملاً، این توجیه 5,5و متد عملی جدول آموزشی  هاينمونه
�
 بیـترک بـازجدید هاي  

�مختلف است. بنابراین،  يهابیترکآموزشی و تست با  هايمجموعهن به آبا تقسیم  ��
�
 هاآننیز از یکدیگر مستقل نخواهند بود، زیرا که ها  

انتخاب  �(به جاي اینکه با توزیع احتمال کامل  اندشدهانتخاب  ��محدود  يمجموعهکه اشتراك دارند و از  يایآموزش هاينمونهاز مجموعه 

  شوند).

متدي  5,5به کاربرد. جدول  �� بیترک بازبراي  توانیمدر دسترس است، چندین متد را  هاينمونهاز  ��محدود  يمجموعه هنگامی که تنها

در یـک  دقیقـاً �� ينمونـه. در ایـن روش، هـر کنـدیمـتقسیم  اندازههم يزیرمجموعه kرا به  �� يمجموعهرا که در آن  k-foldبه نام 

نمونه  30دیگر متداول انتخاب تصادفی حداقل  حلراه .ردیگیمآموزشی مورد استفاده قرار  ينمونهبار به عنوان  k-1تست استفاده و  يمجموعه

بـه تعـداد دلخـواه تکـرار کـرد. ایـن متـد  توانیمرا  براي آموزش است، این متد هانمونه يهیبقتست و استفاده از  يمجموعهبه عنوان  ��از 

-kدر مقابل، متـد  نهایت بار تکرار کرد.بی آن را ،دلخواه ياندازهاطمینان به  هايبازهبراي کوچک کردن  توانیم تصادفی این مزیت را دارد که

fold  بایـد  حتماًتست  يدسته هايدادهو تعداد  شودیمبراي تست به کار برده  بار کیموجود با دو شرط اینکه هر نمونه تنها  هايدادهبا تعداد

نخواهند بود.  �تست مستقل از همدیگر و بر اساس توزیع احتمال  هايدسته. با این وجود در متد تصادفی دیگر شودیممحدود  باشند 30بیشتر 

  تست حضور دارد. يدستهاز یکدیگر مستقل خواهند بود زیرا که هر نمونه تنها در یک  k-foldتست ایجاد شده در روش  هايدستهدر مقابل، 



پـس بایـد  را ندارد. میخواهیم که ما ییهایژگیومحدود تمامی  هايدادهیادگیري بر اساس  متدهاي يسهیمقابه طور خلاصه، هیچ فرایندي در 

مورد  يهایژگیوموجود محدود است به ندرت تمامی  هايدادهیادگیري زمانی که تعداد  يهاتمیالگورآماري در تست  يهامدلدر نظر داشت که 

یادگیري  متدهاي يسهیمقا يهاشیآزماکمک بزرگی در تفسیر  توانندیماطمینان را که  هايبازه هامدلبا این وجود، این  نظر را خواهند داشت.

  .کنندیماست را ارائه 

  بیشتر يمطالعهخلاصه و منابع براي  5,7

  :شودیمنکات اصلی این فصل شامل موارد زیر 

 آمار مبنایی براي تخمـین از خطـاي واقعـی  يهینظر(������(ℎ)) يهیفرضـ h مشـاهداتش از خطـاي مشـاهده شـده  بـر بنـا

(������(ℎ))  ينمونهبر روي S  براي مثال، اگر کندیمارائه .h  ينمونـه هـايدادهگسسته مقدار باشد و تعداد  يهیفرضیک S 

 يبـازه باًیتقر (ℎ)������براي خطاي  %Nاطمینان  يبازه، آنگاه اندشدهباشد که به طور مستقل از یکدیگر انتخاب  30بیش از 

 زیر خواهد بود:

������(ℎ) ± ��
�

������(ℎ)�1 − ������(ℎ)�

�
 

   .شودیمتعیین  5,1از جدول  ��در این رابطه مقدار   

  اطمینـان بـا تعیـین پـارامتري کـه بایـد تخمـین زده شـود  يبازهدر کل، مشکل تخمین(������(ℎ))  و یـک تخمـین زننـده

(������(ℎ))  چون تخمین زننده یک متغیر تصادفی است (ردیگیمبراي این کمیت انجام .������(ℎ)  وابسته بـه مجموعـه

از این  ايبازهبا پیدا کردن  توانیماطمینان را  هايبازهبا تابع توزیع احتمال حاکم نشان داد.  توانیم آن رااست)،  Sتصادفی  ينمونه

 حجم احتمال را در بر بگیرد پیدا کرد. %Nتابع توزیع که 

  یکی از دلایل خطا در دقت فرضیه تخمین زننده بایاس تخمین است. اگرY  پارامتر  يزنندهیک تخمینp  باشـد، بایـاس تخمـینY 

نیز  (ℎ)������باشد، آنگاه  h يهیفرضآموزشی براي ساخت  هايداده Sبراي مثال اگر  خواهد بود. Yو مقدار امید  pخطاي بین 

 خواهد بود. (ℎ)������تخمین بایاس داري از خطاي واقعی 

  يهـاشیآزمابدون بایاس نیز مقـدار مشـاهده شـده تخمـین زننـده در  يزنندهدلیل دوم خطا واریانس تخمین است. حتی با تخمین 

�متفاوت با هم متفاوت است. واریانس 
�

که این مقدار از مقـدار واقعـی چقـدر  کندیمي توزیع حاکم بر خواص تخمین زننده تعیین  

 .ابدییمداده کاهش  هاينمونهمتفاوت باشد. این واریانس با افزایش تعداد  تواندیم

 آموزشی نامحدودنـد، بسـیار  هايدادهتخمین است، که آن زمانی که زمان و  يمسئلهکارایی دو الگوریتم یادگیري نیز یک  يسهیمقا

حل این مسئله که در این فصـل  يهاراه. یکی از گرددیم ترسختاین مسئله کمی  شوندیمساده است اما هنگامی که منابع محدود 

شـده بـا اسـتفاده از  گرفتـه ادیـ هايفرضـیه يسهیمقاو  هادادهمختلف از  يمجموعهتوضیح داده شده اعمال این دو الگوریتم به دو 

 از میانگین نتایج به عنوان اختلاف دو الگوریتم یاد کرد. توانیم، در انتها نیز هاستداده يهیبق

  يبـازهانجام گرفته است. براي مثال،  ییهانیتخمو  هافرضاطمینان با  يبازهدر نظر گرفته شده در اینجا، اشتقاق در بسیاري موارد 

با توزیع نرمال، تخمین واریانس این توزیع و فرض اینکه  ايدوجملهشامل تخمین توزیع  (ℎ)������اطمینان مذکور در بالا براي 



اطمینان خواهنـد  يبازهاطمینان فقط تخمینی از  هايبازه. با چنین شرایطی ردیگیمثابت است انجام  هانمونهتوزیع احتمال حاکم بر 

 .دهندیماطلاعات مفیدي براي طراحی و بررسی نتایج یادگیري ماشین به ما  هاآنبود اما با این حال 

  به طور خلاصه آورده شده است. 5,2تعاریف کلیدي آماري این فصل در جدول 

آمـاري  يهیـاولدریایی از اصطلاحات وجود دارد. در حالی که این فصل فقط به مفاهیم  هاهیفرضدر بحث یافتن آماري میانگین و بررسی درستی 

آمـار  مباحث معرفی بر (Billingsley et al. 1986)نکات بیشتر آماري را در بسیاري از مقالات و کتب دیگر پیدا کنید.  دیتوانیم، پردازدیم

 Duda and). شـوندیمـ (Casella and Berger 1990)و  (DeGroot 1986)دیگر متون آمـاري  شـامل  .کندیممربوطه ارائه 

Hart 1973)  کنندیمارائه  الگوهااز این مباحث در قالب پیدا کردن عددي  يایبررسنیز.  

(Segre et al. 1991 1996) ،(Etzioni and Etzioni 1994) ،(Gordon and Segre 1996) مهم آماري براي  يهایبررس

  .کنندیمارائه  شوندیمبا کاهش میزان محاسبات سنجیده  شانییکاراکه  يايریادگی يهاتمیالگورارزیابی 

(German et al. 1992) تحقیـق بـر روي بهتـرین راه بـراي  .کنـدیمـرسـی بر زمانمعیار مینیمم کردن بایاس و واریانس را به طور هم

مشـکلات اسـتفاده از چنـدین  (Dietterich 1996)فرضیات بر روي تعداد محدود داده همچنان ادامه دارد. براي مثال  يسهیمقایادگیري و 

  .کندیمآموزشی و تست را بررسی  يهادستهموجود به عنوان  يهادادهمختلف  يهاقسمتجفت با استفاده از  tتست 

  یناتتمر

تصادفی دارد. انحـراف  ينمونه n=1000با تعداد  S ينمونهخطا بر روي یک  r = 300که  دیکنیمرا بررسی  ياهیفرضفرض کنید که  5,1

  مقایسه کرد؟ 5,3,4این انحراف معیار را با انحراف معیار انتهاي بخش  توانیمچقدر است؟ چگونه  (ℎ)������معیار 

 شـودیمـنمونـه بررسـی  100از  يامجموعهبر روي  hبراي مفهومی منطقی را در نظر بگیرید. هنگامی که  h يشدهیاد گرفته  يهیفرض 5,2

  بیابید. (ℎ)������اطمینان را براي خطاي  %95 يبازه. انحراف معیار و کندیم يبنددستهرا درست  هاآنتاي 83

اطمینـان  بـراي خطـاي  %90 يدوطرفه يبازهاست.  r=10داراي خطاي  n=65مستقل با  يانمونهبر روي  h يهیفرضفرض کنید که  5,3

(ℎ)������داریم  %95چقدر است (یعنی با احتمال  طرفه کیاطمینان  %95 يبازهواقعی چقدر است؟  ≤ درصـد  %90اطمینان  يبازه)؟ �

  چقدر است؟ طرفه کی

مختلف ارائـه  هايدادهدرصد براي خطاهاي مختلف بین دو فرضیه با  N يطرفه کیاطمینان  يبازهپایین  کلی براي حد بالا و حد يارابطه 5,4

  را تغییر دهید) 5,5بخش  يرابطهدهید. (راهنمایی: 

 5,14بـه  راآن  تـوانینمـو چرا  شودیماعمال  5,16 يرابطهبه تخمین کمیت  5,17 يرابطه اطمینان يبازه تخمین توضیح دهید که چرا 5,5

  اعمال کرد؟



  فرهنگ لغات تخصصی فصل (فارسی به انگلیسی)

  paired tests  جفت يهاتست

  evaluating hypotheses   هاهیفرضارزیابی 

  confidence interval  اطمینان  يبازه

  estimator bias  بایاس تخمین زننده

  identically distributed  اندشدهبه طور یکسان توزیع 

  unbiased estimator  بدون بایاس  يزنندهتخمین 

  sampling theory  بردارينمونهتئوري 

  sample error   اينمونهخطاي 

  true error  خطاي واقعی

  well suited   فیتعرخوش

  number of degrees of freedom  آزادي  يدرجه

  central limit  حد مرکزي يهیقض

  two sided bound  مرز دو طرفه

  one side bound   طرفه کیمرز 

  


