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چکیده
با ابعادي بین یادگیري یعنی ماشین، یادگیري در توجه مورد اخیر مباحث ترین مهم از یکی رساله این در
بیزوي هاي روش از استفاده هدف اینکه به توجه با ایم. داده قرار توجه مورد را بیزوي هاي روش از استفاده
یافته اختصاص بیزوي سازي مدل و یادگیري هاي روش و ها ایده معرفی به رساله این از زیادي بسیار بخش است،
است. شده ابعادي بین سازي مدل در ها روش این از شده، شناخته بیزوي الگوهاي مهمترین معرفی از بعد است.
به تنها اینجا در اما اند. شده معرفی هدف این براي بسیاري هاي روش شده، معرفی رساله متن در که همانطور
معرفی به تنها ها، روش دیگر مورد در پرداخت. خواهیم موارد این از اخیر مورد دو ي مقایسه و عملی سازي پیاده

ایم. کرده بسنده آنها کوتاه
بین همبستگی با یادگیري کاربردهاي و اهمیت همراه به بیزوي، یادگیري در کلی هاي ایده و مفاهیم اول فصل در
شده معرفی خروجی تک یادگیري براي بیزوي هاي الگوریتم مهمترین دوم فصل در کنیم. می معرفی را ابعادي
می قرار توجه مورد را خروجی متغیر چند به متداول بیزوي هاي الگوریتم تعمیم از هایی نمونه سوم فصل در اند.
نتیجه و کرده معرفی را ابعادي بین همبستگی سازي مدل براي اخیر هاي مدل از مورد دو چهار، فصل در دهیم.
هاي فرمول ترتیب، به ضمیمه، هاي فصل در کنیم. می بررسی آزمایشی ي داده دسته چند روي آنها عملکرد ي
و بیزوي؛ استنتاج براي بیزوي هاي روش ترین مهم ها؛ فرمول جبري و احتمالی سازي ساده براي پایه ریاضی

اند. شده آورده رساله متن در شده معرفی هاي الگوریتم از برخی به مربوط طویل هاي اثبات
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೯دایا...1
مُردنی و نخورم حسرت است، گذشته زیستن براي که لحظه�اي بی�ثمري بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به

می�داري. دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا
لذت تنها تو پاي به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادي از است، من زندگی بزرگ
بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاك هواي که توست خوشبختی از و می�درخشد

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�هاي و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروي
برانگیختن از من، نگاه در امیدي برق آوردن از من، لبان بر لبخندي تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

سکوت، در فداکاري بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدي، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین

کن. روزي بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتی. علی دکتر از 1مناجاتی



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

صمیمانه نجار، زاده شیخ حمید دکتر آقاي جناب خود، راهنماي استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
و دوستان از همچنین نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر
Multimedia ) دیجیتال هاي پردازشرسانه آزمایشگاه در فعال بخصوصدانشجویان برق، دانشکده در گرامی همکاران
راهنمایی و پشتیبانی و دوستانه همکاري خاطر به بطحایی، نجمه خانم سرکار جمله از ( Signal Processing Lab

داوري و مطالعه زحمت که نیا آقایی حسن دکتر آقاي جناب از کنم. می تشکر رساله، این سازي آماده در سازندشان هاي
بنده به دانشجویان و اساتید از برخی قسمت از برخی سازي پیاده در دارم. را امتنان کمال فرمودند، تقبل را رساله این

کنم: تشکر اینجا در آنها از است لازم که اند کرده بسیاري هاي کمک

هواشناسی هاي داده اختیارگذاشتن در خاطر مهندسیOxfordبه ي دانشکده Michaelاز Osborne دکتر آقاي .1
.[60] ي مقاله در

پیاده مورد در ها راهنمایی خاطر به Oxford مهندسی ي دانشکده از Zoubin Ghahramani دکتر آقاي .2
.GP سازي

اختیار در خاطر به Manchester دانشگاه کامپیوتر علوم ي دانشکده از Mauricio Alvarez دکتر آقاي .3
ها. داده سازي پیاده در کمکشان همچنین و [1] ي مقاله در کدشان گذاشتن

خاطر به Oxford دانشگاه انسانی ژنتیک تحقیقات مرکز از دکتري فوق محقق Michalis Titsias دکتر آقاي .4
.[80] ي مقاله کد قراردادن اختیار در

استفاده با پایان�نامه این که خلیقی، وفا آقاي جناب خصوص به زي�پرشین، بسته آورندگان پدید از می�دانم لازم همچنین
باشم. داشته را قدردانی کمال است، شده آماده بسته، این از

وجود می�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرماي و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادر از می�کنم تشکر و را مقدس�شان

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران،

۱۳۹۱داষیالࣺشاਟی
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16 . . . . . . . . . . . . . آزمایشی هاي داده روي رگرسیون در کواریانس تابع تغییر اثر بررسی 5.2

هاي خروجی و شده مشاهده هاي خروجی(خروجی هاي داده و پنهان متغیرهاي بین ارتباط 6.2
18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطلوب)
24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RVM الگوریتم آماري پارامترهاي بین مدل نمایش 7.2

و است دیگر هاي خروجی از مستقل خروجی هر ها؛ خروجی و ها ورودي بین ساختار نمایش 1.3
26 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. الگوریتم هاي ورودي تمام به وابسته

29 . هستند. فصل ي شماره ي دهنده نمایش ها شماره رساله. این در پژوهش پیشرفت روند نمایش 1.4
30 . . . . . . . . . . . . . . . . پنهان فرایندهاي توسط Gaussian Process دو سازي مدل 2.4
31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبسته هاي خروجی ایجاد در کانولوشنی مدل نمایش 3.4

خ



د تصاویر لیست

شکل در نهایی. مدل بودن تُنُک میزان و تقریب، خروجی در توابع انتخاب ي نحوه تاثیر نمایش 4.4
شده رسم آن هاي نمونه همراه به [0, 1] محدوده در exp{ (x−0.5)2

0.03 } صورت به تابع یک [الف]
شکل در اصلی، تابع مشابه پایه توابع با [79] استاندارد RVM توسط شده بازسازي تابع است.
x = 0.5 در پایه تابع یک از استفاده با تنها را اصلی تابع توان می چه اگر است. داده نمایش [ب]
جالب چندان نه تقریبی به پایه، تابع سه از استفاده با استاندارد RVM الگوریتم اما کرد، بازسازي

36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. رسیده اصلی شکل از
وجود آموزشی هاي داده که هایی مکان در آزمایشی؛ هاي داده براي مستقل هاي GP مدل خروجی 5.4

38 . . . . . . . . . . . . . . است. گرفته بسیاري ي فاصله واقعی مقدار از تخمینی مقدار ندارند،
دست از هاي داده است توانسته مدل آموزشی؛ هاي داده براي Spike and Slab مدل خروجی 6.4

39 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کند. بازسازي خوبی بسیار حد تا را رفته
بازسازي خوبی بسیار حد تا را رفته دست از هاي داده است توانسته مدل کانولوشنی؛ مدل خروجی 7.4

39 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کند.
یکGPبا از شده ایجاد تصادفی هاي داده از اي مجموعه روي 4.4 آزمایشمدل نتیجه شکل این در 8.4
k(xi, xj) = 4 exp(−x2i /20). cos (0.5 (xi − xj))+cos (2 (xi − xj)) . exp

(
−x2j/20

)
کواریانس(الف)

40 . . . . . . . . . . .k(xi, xj) = 4 cos (0.5× (xi − xj)) + cos (2 (xi − xj)) (ب) و
و شده ناپایدار ها داده از برخی ازاي به مدل آموزشی؛ هاي داده ازاي به کانولوشنی مدل خروجی 9.4

41 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دهد. انجام را تخمین است نتوانسته

نمونه ایجاد براي تجمعی توزیع تابع از استفاده و مربوطه تجمعی توزیع دلخواه، توزیع یک نمایش 1.7
48 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نظر مورد توریع از هایی

ایجاد قصد که است توزیعی p(z) شده، داده نمایش شکل در ردي. گیري نمونه عملکرد نمایش 2.7
را ها توزیع از استفاده با که است کمکی توزیع q(z) توزیع همچنین داریم. را آن از هایی نمونه
ضریب یک در را آن بپوشاند، را نظر مورد توزیع تمامی کمکی توزیع اینکه براي کنیم. می ایجاد

49 . . . . . . . . . . . . . . . . ( [7] از تصویر ) آید. بدست kq(z) تا ایم کرده ضرب صحیح
50 . . . . . . . . . . . ( [7] از تصویر ) انتگرال. یک تقریب براي گیري نمونه از استفاده نمایش 3.7
52 . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی متغیر دو مراتبی سلسله ارتباط براي گرافیکی مدل 4.7
59 . . . . . .[55] از تصویر .ADF تقریب در نهایی ي نتیجه در فاکتور انتخاب ي نحوه اثر نمایش 5.7

62 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RVM الگوریتم آماري پارامترهاي بین مدل نمایش 1.8
66 . . . . . . . . . . . . . پنهان فرایندهاي توسط همبسته Gaussian Process دو سازي مدل 2.8

فرایندهاي از اي مجموعه توسط همبسته هاي Gaussian Process از اي مجموعه سازي مدل 3.8
68 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پنهان



1 فصل

مساله اهمیت و تعریف مقدمه:

مقدمه 1.1
معرفی مقدماتی صورت به را دهیم می قرار بحث مورد رساله این طی در که کلی مسائل و مفاهیم انواع فصل این در
ابتدا است لازم واقع در دهد. می نشان را رساله این نظر مورد سازي مدل اصلی مراحل 1.1 شکل کرد. خواهیم
خروجی چند هاي الگوریتم به خروجی، تک هاي الگوریتم تعمیم کنیم. بررسی را یادگیر بیزوي هاي الگوریتم مهمترین
می بدست خروجی تک هاي الگوریتم دادن قرار هم کنار از که چرا است. سرراست معمولا مستقل، هاي خروجی با

آنهاست. همبستگی نظرگرفتن در با چندخروجی هاي الگوریتم سازي مدل به مربوط قسمت ترین اصلی آید.
رساله، این طول در یادگیري“ هاي ”الگوریتم از منظور که است این کنیم ذکر است لازم ایجا در که دیگري ي نکته
مانندکلاس مسائلی به مشابه هاي روش به توان می را شده معرفی هاي ایده اگرچه است. 1 رگرسیون هاي الگوریتم
هدف اگرچه که است این بعدي نکته داد. تعمیم غیره و 5 تقویتی یادگیري ،4 عاملی تحلیل ،3 بندي خوشه ،2 بندي
ساختارهاي با بیزوي الگوریتم تنها رساله این در ولی بوده، بیزوي ماشین یادگیري هاي الگوریتم مدلسازي رساله این
گرفته قرار بررسی مورد [36 ،32] در که اي شیوه به 6 گرافیکی هاي مدل مبحث وارد و کنیم می بررسی را غیرگسترده

شویم. نمی ایم
را آنها کاربردهاي از هایی مثال و کرده شروع خروجی تک یادگیري هاي الگوریتم معرفی از ابتدا فصل، این ي ادامه در
بررسی و معرفی را 7 بیزوي یادگیري ساختار بعد، چند به ها الگوریتم تعمیم قبل فصل، ي ادامه در کرد. خواهیم ارائه
دراین کرد، خواهیم استفاده رساله طول تمام در که آماري هاي توزیع بین روابط و اصلی تعریفات از بسیاري کنیم. می
از منظور شد. خواهیم آنها کاربردهاي و خروجی چند یادگیري بحث وارد ادامه در شود. می بررسی و معرفی فصل
اي مجموعه گرفتن با کنیم طراحی مدلی خواهیم می یعنی است. 8 ناظر“ با ماشین ”یادگیري رساله این در ”یادگیري“
توان می قسمت دو به را ناظر با یادگیري عموما برسد. سیستم رفتار از دقیق نسبتا مدلی به درست، (تقریبا) الگوهاي از

1Regression
2Classification
3Clustering
4Factor Analysis
5Reinforcement Learning
6Graphical models
7Bayesian
8Supervised learning
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ابعادي با همبستگی با خروجی چند هاي الگوریتم سازي مدل مراحل :1.1 شکل

تک-خروجی یادگیري :2.1 شکل

شود: می تقسیم

الگوي D = {xi,yi}Ni=1 آموزشی هاي داده ي مجموعه از استفاده با که است این هدف آن در که رگرسیون؛ .1
متناظر خروجی ،x∗ جدید ي داده ازاي به بتواند باید نظر مورد الگوریتم شود. یادگرفته سیستم ورودي/خروجی

دهد. دست به مناسبی تقریب با را y∗ آن با

C = {C1, . . . , CN} هاي کلاس از از یکی در را x ورودي ي داده که است این هدف آن در که بندي؛ کلاس .2
(9 حالته دو بندي کلاس ) C2 یا C1 کلاس دو از یکی در را ورودي داده باید حالت ترین ساده در دهیم. قرار
دهد. ارائه الگوریتم خروجی عنوان به را C∗ ∈ C کلاس ترین منطقی باید ،x∗ جدید ي داده ازاي به دهیم. قرار

خروجی یک با یادگیري 2.1
خروجی تک ساده حالت در را مساله شود،� جلوگیري مورد بی پیچیدگی از آنکه براي ها، الگوریتم از بسیاري راه آغاز در
می تاکید اینجا در است. شده داده نشان 2.1 شکل در که است صورتی به اي مساله چنین ساختار گیرند. می نظر در
نه رگرسیون، در است(تنها متفاوت ها خروجی از هرکدام ها خروجی بودن چندبعدي با بودن خروجی چند که کنیم
مورد خروجی شود،� می دیده خروجی یک تنها 2.1 شکل در شده داده نشان ساختار در اگرچه واقع در بندي). کلاس
سادگی جهت لذا کند. نمی ایجاد مشکلی خروجی متغیرهاي از هرکدام بُعد معمولا باشد. y ∈ Rn≥1 تواند می نظر
که را اي مساله هر رگرسیون، ي مساله مورد در شود. می گرفته نظر در اسکالر نیز نظر مورد خروجی معمولا مضاعف،
براي یادگیري از هایی (مثال یادگرفت. هایی الگوریتم چنین ي بوسیله توان می را باشد متغیره تک مقادیر تخمین شامل
توان می را باشد کلاس دو شامل که بندي کلاس ي مساله هر بندي، کلاس هاي الگوریتم مورد در خروجی) بعد یک

کنیم. می بررسی را بیزوي یادگیري در اساسی مفاهیم ادامه در داد. انجام خروجی تک یادگیري با
9Binary Classification
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بیزوي یادگیري 3.1
بیزوي؟ یادگیري چرا 1.3.1

صورت به و کنیم سازي مدل را ها داده مورد در را طراح 10 اولیه اطلاعات آورد می فراهم را امکان این بیزوي یادگیري
ترین اصلی از یکی سازي، مدل چنین همچنین کنیم. ادغام و شده گیري نمونه هاي داده از حاصل اطلاعات با یکپارچه
می حل زیادي حد تا را 13 برازش بیش یعنی ،( 12 بندي کلاس یا 11 رگرسیون ها(براي داده سازي مدل در مشکلات

کند.

بیزوي ساختار یک پارامتري سازي مدل 2.3.1
یا Θi دوم لایه در ارتباطند. در سیستم خروجی با مستقیما که دارند قرار پارامترهایی مدل، صفر لایه در معمولا
بالاترین هستند. اول) مساله(لایه Wiپارامترهاي روي هاي توزیع که دارند قرار Hi مدل طبق سیستم 14 فراپارامترهاي
داریم نظر مد بیزوي مدل یک با رابطه در که کارهایی کند. می مشخص را مدل نوع که Hiاست یا ها مدل ي لایه لایه،

ها خروجی بین ارتباط یادگیري :3.1 شکل

از: عبارتند

ساختن براي آنها بین ارتباط نحوه و Wi پارامترهاي و Θi فراپارامترهاي هاي توزیع شامل Hi مدل طراحی .1
خروجی.

.D اختیار در آموزشی هاي داده مجموعه براي مدل بهینه پارامترهاي تخمین شامل 15 مدل اموزش .2

براي آن تعمیم قدرت و دیده آموزش مدل عملکرد بررسی و 16 جدید هاي داده مجموعه روي استنتاج اجراي .3
جدید. هاي داده

مدل. دقت داشتن نگه ضمن در محاسبات تسریع براي مختلف هاي تقریب اعمال .4
10Prior information
11Regression
12Classification
13Overfitting
14Hyperparameter
15Training
16Unseen data
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انجام را فوق عمل 4 براي احتمالی قوي هاي مدل بتوانند افراد تا سازد می فراهم را ابزاري Bayes قانون از استفاده
می Bayes قانون طبق بر کنیم. می بیان را بیزوي سازي مدل به مربوط مفاهیم ترین اي پایه از برخی ادامه در دهند.

: نوشت را زیر ي رابطه توان
p(Wi|y,X,Θi,Hi) =

p(y|Wi,X,Hi)p(Wi|Θi,Hi)

p(y|X,Θi,Hi)
(1.1)

در که است 18 پیشین توزیع p(Wi|Θi,Hi) مقدار شود. می نامیده 17 نمایی درست مقدار p(y|Wi,X,Hi) مقدار
،p(Wi|y,X,Θi,Hi)

19 پسین توزیع است. بهینه پارامترهاي پراکندگی نحوه درباره ما اطلاعات/حدساولیه ي بردارنده
رابطه مخرج کند. می ادغام را نمایی درست و پیشین توزیع اطلاعات که ( Wi ) مساله پارامترهاي روي است توزیعی
آن توان می که [66] شود می نامیده ،22 گواه یا ،21 اي حاشیه نمایی درست ،20 نرمالیزاسیون ضریب فوق، Bayes ي

نوشت: نیز زیر فرم به را
p(y|X,Θi,Hi) =

∫
p(y|Wi,X,Hi)p(Wi|Θi,Hi)dWi (2.1)

نوشت: آنها براي را پسین توزیع و گرفت نظر در هدف متغیر عنوان به را فراپارامترها توان می مشابه صورتی به
p(Θi|y,X,Hi) =

p(y|Θi,X,Hi)p(Θi|Hi)

p(y|X,Hi)
(3.1)

به توان می را مخرج در نرمالیزه ثابت مقدار شود. می نامیده 23 فراپارامترها روي پیشین توزیع ،p(Θi|Hi) عبارت
نوشت: نیز زیر صورت

p(y|X,Hi) =

∫
p(y|Θi,X,Hi)p(Θi|Hi)dΘi (4.1)

نوشت: ها مدل براي را Bayes قانون توان می لایه بالاترین در
p(Hi|y,X) =

p(y|X,Hi)p(Hi)

p(y|X)
(5.1)

نوشت: نرمالیزه ثابت مورد در توان می دادیم انجام فوق هاي قسمت در آنچه مشابه
p(y|X) = Σip(y|X,Hi)p(Hi).

Nonparametric و Parametric هاي مدل 3.3.1
مدل در کنند. می تقسیم قسمت دو به آنها) آزادي (درجه آنها پارامترهاي سایز اساس بر را شده طراحی هاي مدل
به شود. می زیاد آن با متناسب نیز مدل پارامترهاي میزان آموزشی؛ هاي داده تعداد افزایش با nonparametric هاي
خروجی متغیر کنیم فرض اگر است. nonparametric مدل یک شد.) خواهد معرفی 2 فصل در (که GP مثال عنوان
هاي مدل در دیگر، مثال عنوان به یابد. می افزایش نیز f ابعاد آموزشی، هاي داده افزایش با باشد، f مدل نویز بدون
داده افزایش با (SVM و RVM در (مثلا معمولا هستند. مدل پارامترهاي پایه، توابع وزن دانیم می پایه، توابع بر مبتنی
هاي شبکه متداول ساختارهاي در که حالیکه در یابند. می افزایش نیز آنها) ضرایب پایه(و توابع تعداد آموزشی، هاي

ندارد. آموزشی هاي داده تعداد به ارتباطی و شود می طراح توسط تماماً شبکه ساختار (24MLP عصبی(مثلا
17Likelihood
18Prior distribution
19Postoterior distribution
20Normalization constant
21Marginal likelihood
22Evidence
23Hyper-prior or prior on hyperparameters
24Multilayer Perceptron
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بیزوي مدل یک در بهینه پارامترهاي انتخاب 4.3.1
این در است. پیچیده هاي انتگرال ي محاسبه نیازمند بیزوي هاي مدل در معمولا پارامترها، انتخاب و سازي بهینه اجراي
یک شد) خواهد معرفی GP عنوان تحت بعد فصل در که ) بگیریم نظر در گوسی را چیز همه آن در که ساختار میان،
اساس بر سازي مدل شد گفته که همانطور کرد. حساب راحتی به را گوسی توابع انتگرال آن در توان می که استثناست
علاقمندیم بیزوي سازي مدل در معمولا گیرد. می انجام Wi =

{
W1

i , . . . ,W
n
i

} مانند پارامترها از اي مجموعه
اطمینان هاي حاشیه الگوریتم، خروجی براي بتوانیم تا باشیم داشته را p(W|Θ,y,Hi) پارامترها، به مربوط توزیع
بهینه، کردن پیدا هاي راه از یکی کنیم، قناعت W ترین محتمل مقدار به تنها بخواهیم که صورتی در آوریم. بدست

است: نمایی درست تابع از استفاده
W∗

i = argmax
Wi

p(y|Wi).

میزان که کرد انتخاب اي گونه به را Wi پارامترهاي واقع در دارد. نام 25 نمایی درست بیشینه روش آموزشی، چنین
کنند. حداکثر را مدل) مشخصات داشتن دست در با آموزشی، هاي داده (احتمال آموزشی هاي داده نمایی درست

و 2.1 روابط اي حاشیه توزیع همان از توانیم می نیز آوریم بدست را Θ محتمل مقدار و W روي توزیع بخواهیم اگر
آوریم: می بدست را H∗ و Θ∗ بهینه پارامتر ابتدا و کرده استفاده 4.1

H∗ = argmax
Hi

p(y|X,Hi)

Θ∗ = argmax
Θi

p(y|X,Θi,H∗)

آوریم: بدست را مدل پارامترهاي توزیع 1.1 ي رابطه از استفاده با سپس و
p(Wi|y,X,Θ∗,H∗)

به نسبت آن از گیري مشتق رسد، می نظر به متغیرها به نسبت نمایی درست سازي حداکثر انجام براي که اي ایده اولین
است: نظر مورد متغیرهاي

∇Hp(y|X,Hi) = 0, ∇Θip(y|X,Θi,H∗) = 0.

مدل [25] در جمله از گرفت. نظر در نیز را دیگري منطقی هاي روند توان می بیزوي مدل یک در یادگیري براي
است. شده بررسی بیزوي تر منطقی یادگیري در نمایی درست براي 26 شده جریمه هاي

بیزوي ساختار یک تقریبی سازي بهینه 5.3.1
به است. غیرممکن گاهی و دشوار آن محاسبه غالبا که است هایی انتگرال محاسبه نیازمند بیزوي هاي روش از استفاده
است. بوده بیزوي محاسبات تقریب براي هایی روش به معطوف رشته این محققین توجه از مهمی بخش دلیل همین
محاسبات در 2.1 تقریب براي مهم آماري هاي روش بررسی و معرفی به است اختصاصداده رساله این از دوم ي ضمیمه

: از عبارتند ها روش این مهمترین کرد. خواهیم استفاده آنها از ها فصل ادامه در که بیزوي

MCMC (Markov Chain Monte Carlo) .1
25Maximum likelihood
26Penalized



6 مساله اهمیت و تعریف مقدمه: .1 فصل

( [66] از (تصویر ها خروجی بین ارتباط یادگیري :4.1 شکل

EP (Expectation Propagation) .2

VB (Variational Bayes) .3

Laplace Approximation .4

بیزوي سازي مدل روي بیشتر بحثی 6.3.1
برتري دیگر مدل به نسبت را مدلی هیچ که است آن معنی به این است. Hiیکنواخت ها مدل روي پیشین توزیع معمولا
رابطه در پسین توزیع از استفاده و 4.1 رابطه دشوار انتگرال کردن حساب جاي به توان می عمل در فرض این با ندهیم.
کرد. حداکثر Θi فراپارامترهاي به نسبت را 2.1 رابطه در اي حاشیه نمایی درست توان می تقریب یک عنوان به ،3.1
باید 2.1 رابطه حداکثرسازي مرحله در .[66] دارد نام Type II maximum likelihood (ML-II) تقریبی چنین
2.1 حداکثرسازي مدل)، آموزشی هاي داده به باشد(نسبت بسیاري فراپارامترهاي داراي مدل که صورتی در کرد دقت

شد. خواهد مدل 28 تعمیم قدرت رفتن بین از و 27 برازش بیش به منجرو
صورت به تا سازد می فراهم را امکان این بیزوي ساختار در فراپارامترها روي اي حاشیه نمایی درست از استفاده
می مناسب، هاي توزیع با فراپارامترها حضور کنیم. ایجاد ها داده روي تعمیم قابلیت و مدل پیچیدگی بین تعادلی طبیعی
درست براي کلی حالت سه 4.1 شکل دهد. افزایش را آن تعمیم قابلیت و کرده تحمیل سیستم به را 29 بودن تُنُک توانند
ممکن هاي داده مجموعه از متغیري نظر مورد توزیع است مشخص که همانطور دهد. می نشان را 2.1 اي حاشیه نمایی

است.

کشیده و باریک بسیار نظر مورد توزیع باشد، ها داده از محدودي بسیار مجموعه به مربوط مدل که صورتی در .1
آبی). بود(نمودار خواهد

خواهدبود(نمودار پهن بسیار نظر مورد نمودار باشد، ها داده مجموعه از اي طیفگسترده به مربوط مدل که صورتی در .2
قرمز).

27Overfitting
28Generalization power
29Sparsity



7 خروجی چند هاي الگوریتم لزوم .4.1

خروجی متغیر چند با یادگیري :5.1 شکل

هاي داده خاص بسیار طراحی اول، حالت در نیستند؛ مطلوب قرمز) و آبی (نمودار فوق هاي حالت از کدام هیچ
است؛ نشده طراحی درستی به مدل دوم، حالت در است. داده رخ برازش بیش آموزش این در عبارتی به است؛ آموزشی
داده براي مدل اصل در چون نیستند؛ مطلوب حالاتی چنین گذارد. نمی تفاوت ها داده از وسیعی طیف بین مدل چون
طیف مناسب، سازي مدل به آن در که است سبز) (نمودار میانه حالتی مطلوب، حالت دهد. می دست از را خود معنی ها
داده روي خوب برازش بین تعادل ایجاد مفهوم به هستند. مثبت احتمالی داراي ممکن هاي داده مجموعه از معقولی
گویند Occam’s razor یا Occam ي تیغه رشته، این محققین اصطلاح در الگوریتم، تعمیم قابلیت و آموزشی هاي
واقع در دارد. وجود 2.1 رابطه در طبیعی طور به مدل پیچیدگی و برازش کیفیت بین مصالحه که کرد توجه با .30 [64]
مجموعه براي بهتري توصیف قابلیت که را مدلی آن 2.1 رابطه هم باز باشد، داشته ثابتی مقدار پیشین توزیع اگر حتی
هاي توزیع انتخاب ي مساله با نباید را کم پیچیدگی و خوب توصیف قابلیت لذا کند. می انتخاب را اکند ارائه ها داده

.[64] گرفت اشتباه پارامترها روي مناسب

خروجی چند هاي الگوریتم لزوم 4.1
مورد یک از بیشتر داریم کار و سر آنها با هدف پارامترهاي عنوان به که هایی پارامترهایی واقعی، مسائل در معمولا
در آنچه مشابه باید الگوریتم ساختار گیریم. می نظر در را کلاس دو از بیش بندي کلاس ي مساله عنوان به هستند.

اگر X̄ ورودي ي داده یک ازاي به اگر واقع در باشد. است شده داده نشان 5.1 شکل
∃0 ≤ i ≤M, s.t.∀j ∈ {1, . . . ,M}, j ̸= i⇒ yi > yj

مجموعه بتوانیم اگر ،[68] احساسات بندي کلاس ي مساله در مثلا دارد. قرار i-ام کلاس در نظر مورد ورودي ي داده
آموشی،� هاي داده از مجموعه از استفاده با توانیم می کنیم، استخراج را صورت 31 هاي ویژگی به مربوط هاي داده از
2M به حداکثر را خروجی توان می باشیم، داشته متغیر M خروجی در صورتی در یادبگیریم. را احساسات تشخیص
به متعلق است(داده کلاس M شامل ها، بندي تقسیم این عملی، هاي سازي پیاده در معمولا کرد. تقسیم مجزا کلاس
دو از بیش بندي کلاس براي شماري بی هاي نمونه باشد.) داشته بیشتري مقدار آن با متناظر خروجی که است کلاسی
مورد در آموزشی هاي داده محدودي تعداد ابتدا در [58] ها گل تصاویر بندي کلاس ي مساله در آورد؛ توان می کلاس
هاي ویژگی ها اندازه با دیگر تصویر شماري بی تعداد خواهیم می و داریم اختیار در خاص گروهی به تصویر هر تعلق
روبات یک معکوس دینامیک یادگیري تواند می دیگر جالب ي مساله دهیم. جاي گروه مشخصی تعداد در را مختلف
21 است لازم مذکور مقالات در شده مطرح مثال در است. شده بررسی [84 ،82 ،83] در اي مساله چنین باشد. 32

بیش پیچیدگی از جلوگیري و توصیفات در اندازه به سادگی آن در که Occam(1285-1349) نوشته Williams اثر از بعد اصطلاح 30این
شد. عامیانه کرد، می نشویق را اندازه از

31Feature
32Robot inverse dynamics
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ها خروجی بین ارتباط یادگیري :6.1 شکل

مدلی داشتن با بنگاریم. موتور از ناشی گشتاور 7 به را شتاب) متغیر 7 و سرعت متغیر 7 مکان، متغیر 7) ورودي متغیر
کرد. کنترل معکوس سیستم صورت به را آن توان می روبات یک معکوس دینامیک از

ابعادي بین همبستگی با خروجی چند هاي الگوریتم 5.1
می جلب خود به 34 ماشین یادگیري مسائل در را بیشتري توجه روز به روز 33 عمل چندین همزمان یادگیري ي مساله
پیشین اطلاعات بدون ورودي-خروجی، هاي داده از اي مجموعه استفاده با تخمین هدف معمولا مسائل اینگونه در کند.

است. خروجی متغیرهاي همبستگی ي نحوه مورد در تقریبی اطلاعات یا
دسته چند کنیم فرض است. بوده دسته یک در تحلیل و سازي مدل مخصوص کردیم معرفی که هایی مدل اینجا تا
هم، از جدا هاي داده دسته پارامترهاي از برخی سازي، مدل این در بطوریکه کنیم، سازي مدل بخواهیم را ها داده از
بستگی هم نظرگرفتن در با متغیر چند هاي داده یادگیري یا Multitask Learning دیدگاهی چنین باشند. مشترك

است. شده داده نمایش الگوریتمی چنین بلوك 6.1 شکل در .[12] دارد نام آنها بین
نقاط تمام توان نمی که است واضح است. زیرزمینی منابع استخراج براي حفاري، مکان بهترین انتخاب دیگر مثال
از توان می اما کجاست؛ حفاري براي مکان بهترین داد تشخیص نهایت در اینکه تا کرد، سوراخ بسیار عمق تا را زمین
ساخت شناسی زمین هاي داده اساس بر آماري مدلی و کرد استفاده شده حفاري هاي مکان اطراف در موجود هاي داده
داده چنین از اي نمونه کرد. ارائه آماري هاي استدلال دیگر هاي محل در حفاري بودن آمیز موفقیت احتمال مورد در و
هاي داده آزمایش این در است. شده بررسی بسیاري مقالات توسط قبلا آزمایش این است. شده بیان [1] در آزمایشی
مناطق برخی در اند. شده گردآوري سوییس در مربع کیلومتر 14 وسعت اي منطقه در فلزات برخی تراکم به مربوط
مربوط هاي داده اما است. شده انجام پایینی بسیار میزان به کادمیوم) و مس (مانند گرانبها فلزات از برخی از گیري نمونه
با بتوان که است آن هدف هستند. دسترس در تري فراوان صورت به سرب) و روي نیکل، (مانند بهاتر کم فلزات به
انجام مختلف هاي مکان در گرانبها فلزات موجودي مورد در بهتري استدلال دیگر، فلزات به مربوط هاي داده از استفاده

داد.
هستند، دهند می رخ حقیقت در آنچه از اي شده ساده هاي برداشت شده، طراحی هاي مدل عمل، در اینکه به توجه با
درجه چنین معمولا شود. گرفته نظر در الگوریتم متغیرهاي براي آزادي درجه شود می سعی سازي مدل در همواره

شود. می مدل نویز نام به پارامترهایی توسط آزادي
اي نمونه عنوان به باشد. داشته بسیاري کاربرد تواند می 35 حسگر هاي شبکه در ها خروجی همبستگی سازي مدل
هایی داده داشتن و مجاور شهرهاي در هایی حسگر داشتن با هوایی و آب وضعیت بینی پیش آزمایش به توان می دیگر،

33Multitask learning
34Machine learning
35Sensor networks
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4 هاي داده مقاله، این در است. شده مطرح [60] در آزمایش این از اي نمونه کرد. اشاره آنها از مختلف پارامترهاي از
سرعت مقدار و جهت مانند آنها پارامترهاي هاي داده و اند شده داده قرار مطالعه مورد انگلستان جنوب در مجاور شهر

.36 اند شده گردآوري مطالعه براي دریا، سطح میزان و دریا دماي هوا، دماي باد،
هاي راه از یکی است. شده نویزي تصاویر از 37 زدایی نویز ابعادي، بین همبستگی با یادگیري کاربردهاي از دیگر یکی
است خروجی متغیرهاي عنوان به آنها از استفاده و مشترك نواحی با همراه تصاویر،� کوچک هاي بلوك انتخاب متداول
شده حذف آنها از هایی قسمت که است 38 تصاویري ترمیم ي مساله براي توان می را عمل همین مشابه .[90 ،80]
.[80 ،45] هاست فیلم بندي رتبه و نظرات آنالیز براي 39 مساعدتی فیلترینگ اجراي دیگر، ي نمونه .[90 ،80] است

هستند. دسترسی قابل http://www.bramblemet.co.uk در آنلاین صورت به نظر مورد هاي 36داده
37Denoising
38Image inpainting
39Collaborative filtering



2 فصل

بیزوي آموزش هاي الگوریتم ترین مهم

مقدمه 1.2
در بخصوص 1 ماشین یادگیري هاي الگوریتم ي توسعه ي زمینه در بسیاري هاي پیشرفت شاهد گذشته هاي سال در
محققان براي را آن که دارد اساسی هاي ویژگی بیزوي یادگیري ایم. بوده 2 بیزوي یادگیري هاي الگوریتم ي زمینه
بیزي ي ایده ي وسیله به بیزوي هاي الگوریتم ي وسیله به توان می که استنتاجی ساختار اینکه جمله از کند. می جذاب
فرض پیش داشتن واقع در هاست. انسان در استدلال طبیعی روند مشابه و پذیر انعطاف بسیار کرد اضافه مسائل به بودن
شرط به را رخدادي پذیربودن امکان که تابعی ي وسیله به استنتاج و ( 3 پیشین حقیقت(توزیع یک با رابطه در هایی
مورد رخداد بودن امکانپذیر آوردن بدست براي ( 4 نمایی درست توزیع یا (تابع فرض پیش پارامترهاي (رخداد) داشتن

است. انسان در استدلالی روند مشابه بسیار که بوده، بیزوي آموزش و استدلال کار اساس ( 5 (تابع نظر
حل راه مسائل از بسیاري براي است. دشوار بسیار غالبا بیزوي آموزش مسائل حل بیزوي، سازي مدل سادگی علیرغم
دلیل همین به شود. می استفاده گیر وقت بسیار عددي هاي روش از آنها حل براي و ندارد وجود سریعی نسبتا عددي
باشد. ساز ساده بسیار تواند می پیشین، هاي توزیع روي بخصوص ها، توزیع بودن گوسی فرض هاي روش اغلب در
گذشته سال 10 در ها الگوریتم این ي عمده کرد. خواهیم معرفی را بیزوي یادگیري هاي الگوریتم ترین مهم فصل این در
هاي الگوریتم از مرتبی و منسجمی بسیار ساختار زمینه، این در بسیار مقالات انتشار علت به اکنون هم و اند شده معرفی
مهمترین که است این اینجا در ما سعی ندارد. وجود دیگري بر هرکدام معایب و مزایا و آنها، بین ارتباط شده، معرفی
بعد چند به را هاي الگوریتم این بعدي، هاي فصل در کنیم. ارائه خلاصه صورت به اینجا را شده معرفی هاي الگوریتم

کنیم. ایجاد ابعادي بین همبستگی ایجاد براي هایی روش انها اساس بر نهایت در تا داد خواهیم تعمیم
1Machine Learning
2Bayesian Learning
3Prior distribution
4Likelihood function/distribution
5Postorior

10
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Gaussian Process(GP) الگوریتم 2.2
مقدمه 1.2.2

اینکه جاي به مدل این در واقع در است. ورودي هاي داده روي گوسی فرایند یک داشتن فرض اساس بر GP مدل
دشوارتر GP یک عملکرد فهم دیگر عبارتی به گیریم. می نظر در ورودي هاي داده روي بگیریم، زمان روي فرایند یک

نیست. چندمتغیره گوسی فرایند یک درك از
شناسی زمین همچون دیگر هاي زمینه در آن از قبل اگرچه شد. معرفی [88] در رگرسیون براي GP مدل بار اولین

شده. می استفاده آن مشابه مدلی از آماري

رگرسیون براي الگوریتم سازي مدل 2.2.2
نویزي بعدي) یک یا (اسکالر خروجی و (برداري) ورودي هاي داده از ها مرتب زوج از اي مجموعه که کنیم فرض
مجموعه {fi(xi)}ni=1 مجموعه که بگیریم نظر در و باشیم داشته (معلوم) D = {xi, yi}ni=1 صورت به دقیق) (غیر
نمی دیده مستقیم صورت به که باشد داده D ورودي-خروجی مجموعه با متناظر باشد خروجی(مجهول) نویز بدون
برداري نمونه آنها از توان نمی یعنی شوند( نمی دیده عمل در که متغیرهایی چنین به دارد. وجود حقیقت در اما شود،

یعنی: گوییم. می 6 پنهان متغیر کرد)
yi = f(xi) + ϵi ϵ ∼ N (0, σ2I)

یا
p(y|f) ∼ N

(
f , σ2

) (1.2)

متغیرهاي از مجموعه ” GP یک اینصورت در f = [f1 ... fn]
T Xو = [x1 ... xn]

T باشیم داشته اگر تعریف:
متناظرشان نقاط روي گوسی مشترك توزیع داراي که است ( x (محور ها ورودي مجموعه روي شده تعریف تصادفی

یعنی: [62] هستند.“ y محور روي
p(f |X) ∼ N (0,Kf ,f ) (2.2)

اینکه گرفتن نظر در با فرض این است. صفر شده توصیف گوسی فرایند میانگین که ایم کرده فرض فوق تعریف در
صورت به که هاست وروي بین کواریانس ماتریس K است. توجیه قابل است، مشخص غیر میانگینی با هدف، تابع

باشد: نمایی تابع یک صورت به تواند می توابعی چنین از اي نمونه شوند. می تعریف Kij = k (xi,xj)

k (xi,xj) = σ2
f exp

[
−||xi − xj ||2

2l2

]
کواریانس تابع اثر بررسی و آموزشی هاي داده بدون GP پیشین توزیع از گیري نمونه 3.2.2

است. شده داده نمایش است. شده رسم 1.2آ شکل در مشخص کواریانس تابع یک ازاي به GP از گیري نمونه تعدادي
SE (Squared کواریانس تابع و ورودي متغیر دو روي GP از تصادفی گیري نمونه شده، داده نمایش شکل در

است. شده داده نمایش Exponential)

( M = (0.3)−2I ) بعد دو هر در یکسان رفتار .1
6Latent variable
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∗ 4 ∗ کواریانس تابع ازاي به GP از گیري نمونه (الف) شکل در :1.2 شکل

است. شده رسم شده تعیین کواریانس تابع (ب) شکل در .cos (0.5 ∗ (xi − xj))

است. کندتر تغییرات x2 بعد در و تر سریع تغییرات x1 بعد در .2
M2 =

[
1.0278 −1
−1 1.0278

]
است. x̂1 + x̂2 بر عمود تغییرات حداکثر راستاي .3

M3 =

[
2.278 2
2 2.278

]
( Squared Exponential به (معروف زیر کواریانس تابع از مختلفی پارامترهاي ازاي 3.2 شکل در همچنین
کواریانس تابع شکل با مستقیم طور به برداري، نمونه رفتار شود می مشاهده مورد هر در ایم. داده انجام را گیري نمونه

دارد. ارتباط
k(xi,xj) = σ2

f exp

(
− 1

2l2
∥xi − xj∥2

)
+ σ2

nδi,j , Θ =
{
l, σ2

f , σ
2
n

}
.

آموزشی هاي داده حضور در خروجی توزیع آوردن بدست 4.2.2
دریافت و D ورودي-خروجی هاي داده از اي مجموعه یعنی اطلاعات داشتن با که است این هدف قسمت این در
f∗ = [f∗

1 , . . . , f
∗
m]T یعنی متناظر هاي خروجی ∗Xتوزیع = [x∗

1, . . . ,x
∗
m]T جدید، ورودي هاي داده اي مجموعه

که کردن فرض توان می فوق استدلال GP تعریف به توجه با مشابه صورت به .p(f∗|X∗,D) یعنی آوریم؛ بدست را
یعنی: باشد؛ داشته وجود آموزشی و تست هاي داده اجتماع بین گوسی فرآیند یک
p(f , f∗|X) ∼ N

(
0,

[
Kf ,f K∗,f
Kf ,∗ K∗,∗

])
(3.2)

توان می شده، داده توضیحات به توجه با است. شده استفاده f∗ جاي به ∗ از کواریانس ماتریس فوق نمادگذاري در
نوشت: زیر تر ساده صورت به را کواریانس ماتریس عناصر

Kf ,f =

k (x1,x1) · · · k (x1,xn)... . . . ...
k (xn,x1) · · · k (xn,xn)


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تاثیر پیشین، توزیع سه از هرکدام در متفاوت. کواریانس توابع با GP سه پیشین هاي توزیع از گیري نمونه :2.2 شکل
( [66] تصویر (منبع شود. می دیده کواریانس تابع رفتار
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مستقیبم ارتباط کواریانس تابع شکل که شود می مشاهده مختلف. کواریانس توابع با GP چند از گیري نمونه :3.2 شکل
دارد. حاصل ي نمونه رفتار با
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: مشابه صورتی به و

با K∗,∗ =

k (x
∗
1,x

∗
1) · · · k (x∗

1,x
∗
m)

... . . . ...
k (x∗

m,x∗
1) · · · k (x∗

m,x∗
m)

 و Kf ,∗
T = K∗,f =

k (x
∗
1,x1) · · · k (x∗

1,xn)... . . . ...
k (x∗

m,x1) · · · k (x∗
m,xn)


هاي داده خروجی توزیع 3.2 رابطه بودن برقرار فرض با که داد نشان توان می اول ضمیمه در 5.6 رابطه از استفاده

است: زیر صورت به گوسی توزیع یک داراي اي) حاشیه جدید(توزیع
p(f∗|f ,X) = N

(
K∗,fK

−1
f ,f y,K∗,∗ −K∗,fK

−1
f ,f Kf ,∗

)
(4.2)

کنیم: می فرض لذا هستند. نویز با همراه آموزشی هاي داده عمل در معمولا
y = f(x) + ϵ, ϵ ∼ N (0, σ2

n).

⇒ cov (yp, yq) = k(xp,xq) + σ2
nδpq.

⇒ Ky,y = Kf ,f +Σ, Σ
△
= σ2

nI.

می بدست مدل نویز گرفتن نظر با جدید توزیع دهیم، انجام را Kf ,f → Kf ,f +Σ جایگزینی 4.2 ي رابطه در اگر
Σ با نیز را حاصل توزیع کواریانس ،y∗ = f(x∗) + ϵ بصورت تست هاي داده روي نویز اثر فرض با همچنین آید.

نوشت: زیر صورت به را بینی پیش توزیع رابطه توان می حالت این در کنیم. می جمع
p(y∗|y,X) = N

(
K∗,f (Kf ,f +Σ)−1y,K∗,∗ −K∗,f (Kf ,f +Σ)−1Kf ,∗ +Σ

)
که منحنی کرد. رسم فوق توزیع از استفاده با 7 اطمینان هاي حاشیه با همراه را خروجی مقدار توان می ترتیب بدین
براي را اطمینان ي حاشیه کواریانس، پارامتر و آید بدست میانگین پارامتر توسط بدهد، را 8 رگسیون ترین محتمل

است. شده داده نشان 4.2 شکل در رگرسیون این از اي نمونه دهد. می نشان نظر مورد رگرسیون
این همچنین دارد. خود در را استاندارد GP به مربوط الگوریتم هر تقریبا [65] 9 GPML ي کتابخانه گفت توان می
بر مختلف هاي الگوریتم ایجاد در توان می آن از که دارد جدید هاي برنامه بازتولید براي بسیاري هاي قابلیت کتابخانه

کرد. استفاده GP اساس
2 رابطه توسط رگرسیون جواب آوردن بدست در که است این کنیم اشاره آن به باید اینجا در که مهمی بسیار ي نکته
بهترین در است. آموزشی) هاي داده ابعاد : n ) n × n ابعاد داراي که است Kf ,f ماتریس کردن معکوس به نیاز 4.
استفاده با داد(معمولا انجام O(n2) حافظه پیچیدگی و O(n3) محاسباتی پیچیدگی را ماتریس عکس توان می حالت،
آنها در که واقعی مسائل براي محاسباتی عملیات چنین اجراي گردد می ملاحظه .(Cholesky decomposition از
هایی روش دنبال به است لازم لذا خواهدبود. دشوار بسیار هستیم، روبرو بسیار تعداد با ها نمونه و ابعاد با ها داده با

کنیم. 10 تُنُک را آن دیگر عبارتی به یا دهیم کاهش را GP محاسبات مرتبه آنها از استفاده با تا باشیم
7Confidence interval

آن، حداکثر مقدار پسین، توزیع شدن گوسی علت به ،GP در که گویند MAP(Maximum a Postoriori) عملی چنین به حقیقت 8در
آید. می بدست میانگین مقدار ازاي به

www.gaussianprocess.org/gpml/ مقابل: لینک در دسترسی 9قابل
10Sparse
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داده آبی، هاي + با پنهان) و نویز اصلی(بدون هاي داده شکل این در .GP از بااستفاده رگرسیون از نمونه :4.2 شکل
سبز رنگ به اطمینان ي حاشیه و قرمز خط با رگرسیون خط قرمز، هاي + با نویز) با (همراه گیري نمونه از حاصل هاي

است. شده مشخص

آموشی هاي داده حضور در مدل آموزش در کواریانس تابع اثر بررسی 5.2.2
داراي ورودي بعد روي هایی فاصله چه با ها، داده که کند می تعیین که است کواریانس تابع شکل دانیم می که همانطور
ي داده ارتباط میزان اساس بر معمولا .[56 ،66] دارد بستگی 11ARD سازي پیاده ي نحوه به این باشند. همبستگی چه
نظر در را زیر Squared Exponential یا SE کواریانس تابع مثال عنوان به کند. می کار مطلوب خروجی با موجود

گیریم: می
k(xi,xj) = σ2

f exp

{
−1

2
(xi − xj)

T M (xi − xj)

}
+ σ2δi,j .

تحت را تقریب چگونگی تواند می آنها رفتار که هستد مساله Θفراپارامترهاي = {σf ,M, σ} فوق کواریانس تابع در
وجود کواریانس ماتریس براي ها انتخاب از دنیایی دهند می نشان قسمت این در شده ارائه هاي مثال دهد. قرار تاثیر
یک براي کنیم فرض نمونه عنوان به کنند. عوض اي شیوه به را تابع تغییرات هاي ویژگی توانند می کدام هر که دارد

کنیم: انتخاب زیر صورت به را کواریانس ماتریس دلخواه، GP

k(xi,xj) = σ2
f exp

(
− 1

2l2
∥xi − xj∥2

)
+ σ2

nδi,j , Θ =
{
l, σ2

f , σ
2
n

}
.

آموزشی هاي داده حضور در آمده بدست بینی پیش توزیع رفتار تغییر بر را فراپارامترها از هرکدام اثر خواهیم می ادامه در
(l, σf , σn) = گیریم: می نظر در زیر هاي صورت به ترتیب به حالت هر در را فراپارامترها آوریم. می بدست را ثابت
و (l, σf , σn) = (0.1, 0.1, 0.1) ،(l, σf , σn) = (1, 0.1, 0.1) ،(l, σf , σn) = (0.1, 1, 0.1) ،(1, 1, 0.1)
مقادیر با GP هاي مدل با را آموزش یکسان آموزشی هاي داده گرفتن نظر در با .(l, σf , σn) = (2, 0.3, 0.1)

هر در را خروجی شکل توان می است. شده داده نشان 5.2 شکل در آزماش نتایج دهیم. می انجام مخلف فراپارامتراهی
کرد. توجیه آن کواریانس تابع متناسب مورد

11Automatic Relevance Determination
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آزمایشی هاي داده روي رگرسیون در کواریانس تابع تغییر اثر بررسی :5.2 شکل

GP از استفاده با بندي کلاس 6.2.2
دهیم. قرار {C1, . . . , CN} هاي کلاس از از یکی در را x ورودي ي داده که است این هدف بندي کلاس در دانیم می
عمل در دهیم. قرار (12 حالته دو بندي کلاس ) C2 یا C1 کلاس دو از یکز در را ورودي داده باید حالت ترین ساده در
پیشین توزیع از استفاده ،GP مدل در دارد. وجود آنها بین هایی تفاوت اما است. رگرسیون به شبیه بسیار بندي کلاس
سادگی موجب رگرسیون براي مدلی چنین اگرچه شد. گوسی پسین توزیع به منجرو گوسی، نمایی درست و گوسی
کند. مشخص را کلاس هر در عضویت میزان باید خروجی که چرا نیست. مناسب مدلی چنین بندي کلاس براي شد،
آن حل براي تقربی هاي راه از لذا است. محاسبات شدن تر پیچیده آن ي نتیجه که کرد عوض باید را مدل دلیل همین به
مقادیر که دهیم تابعی به را آن خروجی که است این بندي کلاس براي GP از استفاده براي راه یک شود. می استفاده

:logistic تابع از استفاده با مثال عنوان به بنگارد. [0, 1] به را (−∞,∞)

p(C1|y) = σ(y), σ(y) =
1

1 + exp(−y)
نرمال): تجمعی توزیع (یا probit تابع از استفاده با یا

p(C1|y) = Φ(y), Φ(y) =

∫ y

−∞
N (x|0, 1)dx.

است: مرحله دو شامل خروجی خاص حالت این در
p(f∗|X,y, X∗) =

∫
p(f∗|X, f , X∗)p(f |X,y)df .

π∗ = p(y∗ = +1|X,y, X∗) =

∫
σ(f∗)p(f∗|X,y, X∗)df∗ (5.2)

12Binary Classification
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است توضیح به لازم است. آمده دست به تاکنون کلی روش 2 آن حل براي است. دشوار 5.2 انتگرال دقیق ي محاسبه
احتمالی. توزیع یک نه است، تابع یک π∗ که

شده (معرفی MCMC برداري نمونه هاي تکنیک از استفاده شود، می دقیق نسبتا هاي جواب به به منجرو که اول روش
ساده است. فوق تابع تقریب شامل دیگر هاي روش .([57] در جمله است(از رساله) دوم ي ضمیمه 3.2.7 بخش در
در و است شده معرفی دوم ضمیمه از 6.7 بخش در که است Laplace تقریب ها، تقریب بدترین از یکی البته و ترین
است. شده ارائه TAP approximation اسم به دیگري روش [59] در است. شده آورده آن استفاده از اي نمونه [21]

است. شده داده شرح نیز کلاسه چند بندي کلاس براي مدل [22 ،87] در

GP پارامترهاي آموزشی 7.2.2
داد. انجام ها داده روي رگرسیون مانند عملیاتی ثابت، پارامترهاي با GP یک با توان می چگونه کردیم مشاهده اینجا تا
همانطور است. ممکن غیر تقریبا بهینه پارامترهاي دستی تنظیم بالا، ابعاد با مسائل براي بخصوص عمل، در حالیکه در
مساله پارامترهاي سازي بهینه لذا شود. می مشخص آن کواریانس تابع توسط GP رفتاري هاي ویژگی شد معرفی که
Model رشته این محققان اصطلاح در اي مساله چنین به کوواریانس. تابع پارامترهاي روي سازي بهینه از عبارتست
بدست براي کلی حالت در است. GP ساختار 13 آموزش ي مرحله اصل در که شود می گفته Selection Problem

نمونه عنوان به کرد؛ استفاده مختلفی هاي معیاري از توان می آمده بدست مدل کیفیت ارزیابی براي ابزاري آوردن

.14 ها داده داشتن شرط به مدل احتمال .1

جدید. هاي داده مشاهده در تقریب خطاي تخمین/تعمیم: خطاي .2

تخمین/تعمیم. خطاي حد .3

پارامترها این شود. می تعریف Θ مانند 15 فراپارامترها اي مجموعه توسط k(x,x′) کواریانس تابع کلی حالت در
تابع رفتار تغییر نتیجه در فراپارامترها، این تغییر با و هستند مختلف هاي تقریب در GP رفتار ي کننده تعیین نحوي به
آموزش بیزوي، یادگیري چارچوب در معمولا داشت. خواهیم حاصل هاي GP از مختلفی رفتارهاي k(x,x′; Θ)

آید: می دست به 16 اي حاشیه نمایی درست کردن بیشینه از پارامترها
log p(y|X,Θ) = −1

2
yTK−1

y y − 1

2
log |Ky| −

N

2
log 2π (6.2)

توان می را عبارت سه حضور (6.2 (رابطه اي حاشیه نمایی درست رابطه در Ky = Kf ,f + σ2I فوق رابطه در که
دوم عبارت آموزشی. هاي داده بر خروجی برازش دقت میزان به است مربوط اول عبارت کرد: تفسیر صورت این به
ضریب به است مربوط سوم عبارت کند. می جلوگیري سیستم اندازه از بیش پیچیدگی افزایش از که است منفی مقدار

ندارد. سازي بهینه در تاثیري و نرمالیزاسیون
آن مطلق حداکثر مقدار آسانی به توان نمی لذا و [50] است Θ پارامترهاي فضاي روي 17 غیرمحدب معادله 6.2 رابطه

13Training
14Training data
15Hyperparameter
16Maximizing marginal likelihood
17Non-convex
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f · · · f
∗

u

مطلوب) هاي خروجی و شده مشاهده هاي خروجی(خروجی هاي داده و پنهان متغیرهاي بین ارتباط :6.2 شکل

به نسبت گیري گرادیان از استفاده با را خوبی محلی حداکثر مقدار توان می عمل در معمولا آورد. دست به آسانی به را
داریم: بگیریم، جزئی مشتق θj دلخواه پارامتر به نسبت 6.2 ي رابطه از اگر آورد. بدست پارامترها

∂

∂θj
log p(y|X,Θ) = −1

2
yTK−1

y

∂Ky

∂θj
K−1

y y − 1

2
tr
(
K−1∂K

∂θj

)
(7.2آ)

=
1

2
tr
((

ααT −K−1
y

) ∂Ky

∂θj

)
, (7.2ب)

داشت توجه باید کرد. بهینه آن فراپارامترهاي به نسبت را GP مدل توان می اي، حاشیه نمایی درست مشتق داشتن با
شد. نخواهد منجرو اصلی ي بهینه پارامترهاي به الزاما گرادیان، با دوري سازي بهینه

استاندارد(مربوط GP در جزئی تغییرات توان می GP ي بوسیله بندي کلاس در بهینه پارامترهاي آوردن بدست براي
[22 ،66] در تغییرات این جزئیات کرد. استفاده مختلف بندي کلاس عملیات براي آنها از و کرد ایجاد رگرسیون) به

است. آمده

تُنُک GP ایجاد براي شده مطرح هاي روش 8.2.2
است(مطابق f∗ و f بین ارتباط راه تنها u بطوریکه کنیم، تعریف u اسم به پنهان متغیرهایی که است این اولیه ي ایده

داریم: شود، نمی اضافه p(f |u) به اطلاعاتی f∗ ،u دانستن چون اینصورت در .(6.2 شکل
p(f |u, f∗) = p(f |u)

داریم: رابطه این به توجه با
p(f |u, f∗) = p(f , f∗|u)

p(f∗|u)
≈ p(f |u)⇒ p(f , f∗|u) ≈ p(f∗|u).p(f |u)

هم از مستقل توزیع داراي کنیم، شرطی u روي را f و f∗ که صورتی در شود می مشاهده رابطه این به توجه با
هاي توزیع با تقریبی هاي توزیع تفکیک براي لذا است. تقریب یک کردن، شرطی این که شود توجه باید خواهندبود.

داریم: لذا کنیم. می استفاده p جاي به q از دقیق
p(f , f∗) =

∫
p(f , f∗|u)du ≈ q(f , f∗) =

∫
q(f |u)q(f∗|u)du

آوریم: بدست را p(f∗|u) و p(f |u) توزیع حال
p(f ,u) ∼ N

(
0,

[
Kf ,f Kf ,u

Ku,f Ku,u

])
نوشت: توان می 4.2 ي رابطه مشابه

p(f |u) ∼ N
(
Kf ,uK

−1
u,uu,Kf ,f −Kf ,uK

−1
u,uKu,f

) (8.2)
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Ku,u کردن عکس به تبدیل GP اولیه رابطه در کردن عکس عملیات که شود می دیده فوق رابطه به توجه با
که است این سوال حال داد. انجام تر سریع را عملیات توان می f اندازه از کوچکتر u ي اندازه انتخاب با است. شده
کنیم. می بررسی را منظور این براي شده مطرح مهم روش چندین ادامه در کرد. انتخاب باید چگونه را u نقاط مجموعه

SoR (Subset of Regressors) روش

است: زیر صورت به اصلی مدل است. شده مطرح [85 ،69 ،71] مقالات در روش این
f = Kf ,uwu, wu ∼ N (0,Ku,u

−1) u = Ku,uwu.

آنهاست. ضرایب wu و پایه توابع ماتریس Kf ,u آنها در که است تابع بر مبتنی هاي روش مشابه مدل این
Eu = 0, E

[
uuT

]
= E

[
Ku,uwuwu

TKu,u

]
= Ku,uE

[
wuwu

T
]
Ku,u = Ku,u.

ضرایب ماتریس wu و پایه توابع ماتریس Kf ,u آنها در که است 18 پایه تابع بر مبتنی هاي روش مشابه مدل این
هاي متغیر روي را ها خروجی مقادیر که کرد فرض توان می اصلی، مدل در wu = K−1

u,uu جایگزینی با آنهاست.
کنیم: می تصویر u پنهان

f∗ = K∗,uK
−1
u,uu, u ∼ N (0,Ku,u)

هاي داده به مشروط جدید هاي داده و آموزشی هاي داده هاي خروجی متغیر توزیع توان می 8.2 ي رابطه از استفاده با
نوشت: زیر صورت به را پنهان

q(f |u) = N (Kf ,uK
−1
u,uu,0), q(f∗|u) = N (K∗,uK

−1
u,uu,0)

نوشت: زیر صورت به را تقریبی پیشین توزیع توان می اول ي ضمیمه از 7.6آ ي رابطه از استفاده با
q(f , f∗) = N

(
0,

[
Qf ,f Qf ,∗
Q∗,f Q∗,∗

])
فوق رابطه در کرد. حل استاندارد GP روابط از استفاده با را حاصل GP توان می تقریبی پیشین توزیع از استفاده با

نوشت: زیر صورت به را پسین توزیع توان می 4.2 ي رابطه از استفاده با .Qa,b = Ka,uK
−1
u,uKu,b

qSoR = N
(
Q∗,f

(
Qf ,f +Σ2I

)−1
y, Q∗,∗ −Q∗,f

(
Qf ,f +Σ2I

)−1
Qf ,∗

)
.

توجه با گذاري نام این است. Deterministic Inducing Conditional (DIC) تقریب روش، این براي دیگر نام
است. مدل صورت در u و f بین شده مشخص قطعی ي رابطه به

DTC (Deterministic Training Conditional) روش

Deterministic Training به مشهور عموما روش این است. شده مطرح [67] در [15] از برگرفته روش این
مشهور کتاب در و شده معرفی Projected Latent Varaiable(PLV) نام با [67] در اما است. Conditional

است. شده آورده Projected Process Approximation(PPA) اسم به [66]
بدست u پنهان متغیرهاي روي را f خروجی متغیرهاي 20 تصویر خواهیم می گیریم. نظر در را 19 u پنهان متغیرهاي

داریم: .|u| < |f | داریم لزوما طوریکه به آوریم،
f = Kf ,uK

−1
u,uu→ p(f |u) = q(f |u) = N (Kf ,uK

−1
u,uu,0)

18Kernel based methods
19Latent variable
20Projection
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y = f + ϵ ϵ ∼ مدل درنظرگرفتن با ترتیب بدین ایم. داده نمایش q با را شده زده تقریب احتمال فوق، رابطه در
داریم: N (0, σ2I)

p(f |u) ≈ q(y|u) = N (Kf ,uK
−1
u,uu, σ

2I)

شود: نمی زده تقریبی هیچ بینی پیش توزیع آوردن بدست در است بدیهی
q(f∗|u) = p(f∗|u)

آورد: بدست زیر صورت به را پیشین توزیع توان می اول ي ضمیمه از 7.6آ ي رابطه از استفاده با
q(f , f∗) = N

(
0,

[
Qf ,f Qf ,∗
Q∗,f K∗,∗

])
.

بینی پیش توزیع توان می 4.2 ي رابطه مشابه ریاضی عملیات کمی با .Qa,b , Ka,uK
−1
u,uKu,b فوق رابطه در که

آورد: بدست زیر صورت به را
qDTC(f

∗) = N
(
Q∗,f

(
Q∗,f + σ2I

)−1
y,K∗,∗ −Q∗,f

(
Qf ,f + σ2I

)−1
Qf ,∗

)
(9.2)

هم با تقریب دو واریانس اما است؛ SoR تقریب با یکسان آن میانگین فوق، بینی پیش توزیع در که شود می مشاهده
.O(nm2) با است برابر الگوریتم محاسباتی پیچیدگی ،n = |f | و m = |u| کنیم فرض اگر دارند. تفاوت

FITC (Fully Independent Training Conditional) روش

Sparse Gaussian Process using Pseudo- روش این مذکور مقاله در است. شده مطرح [72] در روش این
زیر صورت به روش این در نمایی درست است. مشهور FITC به بعدي مقالات در و شده نامیده inputs(SGPP)

شود: می زده تقریب
p(y|f) ≈ q(y|f) = N

(
Kf ,uK

−1
u,uu,diag [Kf ,f −Qf ,f ] + σ2I

)
توزیع توان می .q(f∗|u) = p(f∗|u) یعنی نداریم؛ تقریبی هیچ پنهان، متغیرهاي روي شرطی بینی پیش توزیع در

نوشت: زیر صورت به را شده دیده و جدید هاي خروجی براي مشترك پیشین
q(f , f∗) = N

(
0,

[
Qf ,f − diag [Qf ,f −Kf ,f ] Qf ,∗

Q∗,f K∗,∗

])
اطلاعات از حاصل کواریانس ماتریس منهاي y روي پیشین کواریانس Kfماتریس ,f −Qf ,f کواریانس ماتریس تفسیر
مشابه توان می .Kf ,f = Qf ,f باشد، داشته وجود u و f بین مستقیمی ریاضی ارتباط که صورتی در .f ي درباره u

کرد: محاسبه زیر صورت به تقریب این در را بینی پیش توزیع 4.2 ي رابطه
qFITC(f∗|y) = N

(
Q∗,f (Qf ,f + Λ)−1 y,K∗,∗ −Q∗,f (Qf ,f + Λ)−1Qf ,∗

)
, Λ = diag

[
Kf ,f −Qf ,f + σ2I

]
.

(10.2)
است. SoR و DTC هاي روش مشابه دقیقا روش این محاسباتی پیچیدگی

PITC (Partially Independent Training Conditional) روش

از شود، استفاده قطري ماتریس از PITC توزیع در اینکه جاي به شود؛ می داده بهبود FITC تقریب تقریب، این در
کامل طور به هم از شده دیده خروجی متغیرهاي تمام دیگر تقریبی چنین با شود. می استفاده 21 قطري بلوك ماتریس

21Block diagonal matrix
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داریم: FITC روابط مشابه دارند. وابستگی دارند، قرار بلوك یک در که آنهایی بلکه نیستند؛ مستقل
p(y|f) ≈ q(y|f) = N

(
Kf ,uK

−1
u,uu,blockdiag [Kf ,f −Qf ,f ] + σ2I

)
, q(f∗|u) = p(f∗|u)

داریم: همچنین
q(f , f∗) = N

(
0,

[
Qf ,f − blockdiag [Qf ,f −Kf ,f ] Qf ,∗

Q∗,f K∗,∗

])
است: زیر صورت به Λ تعریف در آن، در اینکه بجز 10.2 ي رابطه مطابق عینا بینی پیش توزیع

Λ = blockdiag
[
Kf ,f −Qf ,f + σ2I

]
Bayesian Committee Machine الگوریتم

اگرچه .[66 ،81] کنیم تقسیم هم از مستقل ي دسته P به ورودي هاي داده که است این تقریب این در اصلی ي ایده
شکل با مطابق است. تر آسان GP روي آن سازي پیاده اما نیست، GP مختص تنها Committee Machine ي ایده

داریم: باشد، D = {xi, yi} صورت به قسمت P به ورودي هاي داده ؟؟

p(y1, . . . ,yP |f∗,X) ≈
P∏
i=1

p(yi|f∗,X)

D1 D2 ... DP

X1 X2 ... XP

Y1 Y2 ... YP

می خودداري روش این عملکرد جزئیات آوردن از لذا است. ناکارامد و سنگین بسیار فرضی فوق فرض عمل در
کنیم.

Informative Vector Machine روش

که n طول و عرض داراي که هستیم درگیر کواریانس ماتریس معکوس با استاندارد، GP الگوریتم در که دانیم می
همه Informative Vector Machine دیدگاه در گردد. انجام O(n3) زمان در آموزش عملیات شود می باعث
به نسبت برخی بلکه .[44 ،41 ،40 ،43] نیستند یکسان ارزش داراي اطلاعات میزان لحاظ از آموزشی هاي داده ي
d اندازه به آموزشی هاي داده از اي زیرمجموعه درست انتخاب با لذا هستند. بیشتري اطلاعات میزان داراي دیگر برخی
آموزشی داده هر توسط اطلاعات کردن اضافه میزان که تابعی داشتن با داد. کاهش بسیاري حد تا را آموزشی پیچیدگی
کرد. انتخاب را d طول به پراطلاعات هاي داده ي مجموعه بالا، به پایین الگوریتم یک با توان می دهد، دست به را
رویکرد آوریم. می ؟؟ ضمیمه در را جزئیات و پردازیم می IVM آموزش براي لازم روابط معرفی به تنها اینجا در
نام Automatic Density Filtering یا ADF است، شده استفاده IVM در تُنُک مدل ایجاد براي توان می که کلی
باشیم. داشته را D = {xi, yi}Ni=1 صورت به آموزشی هاي داده کنیم فرض دهد. می بدست گوسی تقریبی که دارد
مجموعه شود، می آغاز آموزش که ابتدا در دهیم. می نشان J با را ها داده سایر و I با را پراطلاعات هاي داده مجموعه
انتخاب را اي داده مرحله هر در آن، از استفاده با تا باشیم داشته اختیار در پارامتري است لازم ادامه در است. تهی I
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را تقریب این اینجا در آوریم. بدست posterior براي تقریبی است لازم کند. تر دقیق را posterior تقریب و کنیم
و p(f |D) = N (f |0,K) دانستن با لذا باشد. شده اضافه عضو |I| ،I مجموعه به اگر دهیم، می نمایش را Qi(f)

داریم: p(f |D) = p(f |D).
∏N

n=1 p(yn|fn) صورت به Bayes رابطه و p(yn|fn) = N (yn|fn, β−1
n )

Qi(f) ∝ P (f |D)
|I|∏
n=1

exp
(
−pn

2
(fn −mn)

2
)

تقریب ADF به توجه با مرحله هر در ادامه در کند. می کار به شروع Q0(f) = P (f |D) تقریب با الگوریتم ابتدا در
و h = AΠm و A =

(
K−1 +Π

)−1 بطوریکه آید؛ می دست به Q(f) = N (f |h,A) صورت به گوسی
که عناصري ازاي به صفر مقادیر داراي p = [p1...pN ] و m = [m1...mN ] بردارهاي همچنین .Π = diag(p)

آورد: بدست زیر صورت به صورت به را A توان می سازي ساده کمی با است. نیستند، I در
A = K−MTM, M = L−1Π

1/2
I KI,., Π = diag(p)

اول): است(ضمیمه زیر ماتریس Cholesky ي تجزیه از حاصل مثلث پایین فاکتور L ماتریس آنها در که
B = I+Π

1/2
I KIΠ

1/2
I

ها داده از کدامیک شدن اضافه دهد می نشان که است شده استفاده پارامتري عنوان به آنتروپی پارامتر از مدل این در
به دلخواه ي داده یک شدن اضافه از ناشی آنتروپی تغییر میزان شود، می محاسبه آنچه واقع در است. تر صرفه به I به
میزان ي محاسبه براي کند. اضافه سیستم آنتروپی به بیشتري مقدار که است اي داده مطلوب ي داده است. مجموعه
از بعد است لازم همچنین شوند. محاسبه aj,j و hj مقادیر است لازم دلخواه اي داده شده اضافه از ناشی آنتروپی تغییر
روز به براي لازم روابط کنیم. روز به جدید داده به توجه با را h و diag(A) مقادیر ،J به جدید اي داده کردن اضافه

هستند: زیر صورت به pi و mi پارامترهاي رسانی
pi =

νi
1− ai,iνi

, mi = hi +
αi

νi
(11.2)

zi =
yi.(hi + b)√

1 + ai,i
, αi =

yi.N (zi|0, 1)
Φ(zi)

√
1 + ai,i

, νi = αi

(
αi +

hi + b

1 + ai,i

)
.

l =
√
piM.,i, l =

√
1 + piKi,i − lT l, µ = l−1

(√
piK.,i −MT l

) گیریم: می نظر در را زیر هاي پارامتر هنچنین
رسانی بروز ،(lT , l) ردیف کردن اضافه با را L → Lnew رسانی بروز آنها، از استفاده با توان می ادامه در که
رسد: می پایان به بروزرسانی عملیات زیر، بروزرسانی با نهایت در داد. انجام µردیف کردن اضافه با M→Mnewرا

diag(Anew)← diag(A)− (µ2
j )j , hnew ← h+ αilp

−1/2
i µ (12.2)

آورد: بدست زیر رابطه اساس بر را است آنترپی تغییرات حداکثر داراي که را j ∈ J ي داده توان می نهایت در
∆i =

1

2
log(1− aj,jνj) (13.2)

است. شده آورده ADF روش توضیحات قسمت در دوم ضمیمه در فوق روابط ریاضی محاسبات به مربوط جزئیات
داشتن با که داد نشان توان می است. شده داده نشان اجرا ترتیب به الگوریتم اجراي مراحل 1 الگوریتم در همچنین
پیچیدگی به و ( O(N3) جاي (به O(d2N) محاسباتی پیچیدگی به توان می I = {xi, yi}di=1 هاي داده مجموعه
جدید هاي ورودي ازاي به خروجی داده محاسبه در محاسباتی پیچیدگی و ( O(N2) جاي (به O(dN) اي حافظه

یافت. )دست O(N) جاي (به O(d)
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IVM الگوریتم 1 الگوریتم
Input: Training data D, desired sparsity d.
Output: Set of informative points I.

1: I = ∅, m = 0, Π = diag(0), diag(A) = diag(K), h = 0, J = {1, . . . , N}.
2: repeat
3: for j ∈ J do
4: Compute ∆j using equation 2.13.
5: end for
6: i = argmaxj∈J ∆j

7: Update pi and mi, using 2.11.
8: Update L,M, diag(A),h using equation 2.12 .
9: I ← I ∪ {i} , J ← J \ {i}

10: until |I| = d

تقریبی هاي روش سایر 9.2.2
حداکثرسازي عملیات با ماتریس عکس عملیات آن در که است شده ارائه [21] در تقریبی هاي روش از دیگر یکی
محاسباتی ي مرتبه اگرچه کند. پیدا کاهش O(N2) به الگوریتم محاسباتی ي مرتبه اینکه تا شده جایگزین عددي
بدون حالت در مشابه دقت به رسیدن براي دیگر، استدلالی به اند. شده تر نادقیق ها جواب است، یافته کاهش الگوریتم

است. احتیاج بیشتري زمان به [21] روش در تقریب،
معروف Monte Carlo برداري نمونه توسط بندي کلاس و رگرسیون براي GP مدل سازي بهینه از دیگر اي نمونه
با بیزوي یادگیري به مربوط جزئیات است. شده انجام [57] در Markov Chain Monte Carlo یا MCMC به

است. شده ارائه رساله دوم ي ضمیمه در MCMC

است شده ادعا تجزیه این با است. شده استفاده Kf ,f کواریانس ماتریس ي تجزیه براي Nystrom روش از [86] در
است. یافته کاهش O(nm2) به O(n3) از محاسباتی پیچیدگی که

شده استفاده سریع GP یک آوردن بدست )براي 5.7 بخش 2 ي ضمیمه در شده داده (توضیح EP تقریب از [14[ در
است. یافته بهبود IVM در شده معرفی مدل ]34[ در است.

Relevance Vector Machine الگوریتم 3.2
سازي مدل براي احتمالی هایی مدل که کنیم می حرکت سمتی به کم کم شویم، می دور SVM الگوریتم از که تدریج به
ماهیت با و بوده تر منطقی اما است، احتمالی قضاوت اگرچه، احتمال هاي مدل در حقیقت در آوریم. بدست ها داده
ترکیب اساس بر سازي مدل در هایی گام مهمترین و اولین جزو RVM الگوریتم است. تر هماهنگ ها داده 22 غیرقطعی

آورد. فراهم را ها داده مورد در قضاوت براي احتمالی ساختاري که است 23 پایه توابع خطی
حقیقت در .[7 ،79 ،77 ،6 ،78] است 1.8 شکل در شده داده نمایش صورت به RVM استاندارد الگوریتم کلی مدل
توابع از خطی ترکیب صورت به توان می را RVM الگوریتم خروجی شد، معرفی SVM الگوریتم مورد در آنچه مشابه

22Uncertain
23Kernel methods



24 بیزوي آموزش هاي الگوریتم ترین مهم .2 فصل

a X

α w Y σ

b t

RVM الگوریتم آماري پارامترهاي بین مدل نمایش :7.2 شکل

نوشت. پایه
t = y + ϵ

=
M∑
i=1

wiK(x,xi) + w0 + ϵ

= Φw + ϵ

(14.2)

نویز 15.2آ رابطه طبق ϵ مدل این در شوند. می تعریف زیر صورت به 1.8 شکل در شده داده نمایش مدل پارامترهاي
طبق است. آموزشی هاي داده مقادیر در اطمینان عدم سازي مدل براي و است σ2 واریانس و صفر میانگین با گوسی
انتخاب براي دلیل ترین مهم است. α−1

i واریانس و صفر حول گوسی توزیع یک داراي پایه توابع وزن 15.2ب ي رابطه
است. نظر مورد تابع نمایش براي تنک مدلی آوردن بدست پایه، توابع ضرایب روي توزیع توع این

ϵ ∼ N (0, σ2) (15.2آ)
wi ∼ N (0, α−1

i ) (15.2ب)
p(αi) ∼ Gamma(a, b) (15.2ج)
p(σ2) ∼ Gamma(c, d) (15.2د)

{xn, tn}Nn=1 صورت به هایی داده مجموعه بوسیله آموزش طریق از مدل پارامترهاي آوردن بدست براي لازم مراحل
داریم: 14.2 و 15.2آ رابطه به توجه با گرفت. خواهد انجام

p(t|w, σ2) = (2πσ2)−N/2 exp

{
− 1

2σ2
||t−Φw||2

}
. (16.2)

نوشت: توان می wi هاي وزن بودن مستقل فرض با همچنین

p(w|α) =
M∏
i=0

N (wi|0, α−1
i ). (17.2)

توان می را مختلفی دلایل است. w = [wi ... wM ]T صورت به ها وزن بردار ایم کرده فرض فوق روابط در
شد: متصور ها wi براي توزیع این انتخاب براي

شوند. می داده میل صفر سمت به پایه توابع هاي وزن است، صفر حول مقدار حداکثر داراي که توزیعی انتخاب با �
خروجی در متناظر پایه تابع تاثیر عدم معنی به واقع در شوند، صفر ها wi یعنی پایه، توابع ضرایب که زمانی

باشیم. تقریب براي پایه توابع از 24 تُنُک مدلی ایجاد انتظار باید آموزش انتهاي در نهایت، در است. تقریب
24Sparse
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RVM الگوریتم 2 الگوریتم
Input: Training data D.
Output: Regression on output dimensions.

1: Choose a suitable kernel function Φ, convergence threshold γTh, pruning threshold
αTh and initial values for α and β.

2: repeat
3: Compute µ = βΣΦT t and Σ =

(
A+ βΦTΦ

)−1.
4: Compute α and β using equations 8.16 and 8.17.
5: Prune the αi and corresponding kernel function where αi > αTh.
6: Define error convergence rate: γi = Σii

(
αn+1
i − αn

i

)
.

7: until γ < γTh

می جلوگیري 25 شده برازش بیش خروجی ایجاد از و شده تر تنک مدل یابد، کاهش wi ضرایب تعداد چه هر �
شود.

اند. شده آورده رساله انتهاي در ها فرمول اثبات و سازي ساده به مربوط جزئیات

ها مدل ارتباط 4.2
گیریم. می نظر در را Φ(x) پایه توابع اساس بر زیر خطی ترکیب مدل

f(x) = Φ(x)w, w ∼ (0,Σ) .

است: RVM یک با معادل GP یک که داد نشان توان می است. RVM سازي مدل نمایش فوق }مدل
E [f(x)] = Φ(x)TE [w] = 0

E
[
f(x)fT (x′)

]
= E

[
Φ(x)TwwTΦ(x′)

]
= Φ(x)TE

[
wwT

]
Φ(x′) = Φ(x)TΣΦ(x′).

k(x,x′) = کواریانس ماتریس با GP یک با معادل Φ(x) ي پایه توابع مجموعه با RVM یک شود می مشاهده
ماتریس بتوان که است ممکن درصورتی عمل در سازي معادل این است. Φ(x)TΣΦ(x′) = Σm

i=1α
−1
i ϕ(x)ϕ(x′)

.[62] گویند 26 منحط را GP چنین داد. نمایش جملات از محدودي تعداد براساس را GP کواریانس
بهینه شامل مرحله این RVM در حالیکه در فراپارامترها؛ سازي بهینه از بود عبارت 27 آموزش GP در که آوریم می یاد به
Relevance کردن پیدا ي مرحله است. بهتر تخمین ایجاد براي ها Relevance Vector کردن پیدا فراپارامترها، سازي

است. GP تقریب براي شده فرض پیش از هاي روش از استفاده با معادل RVM در Vector

25Over-fitted
26Degenerate
27Training



3 فصل

چند به بیزي آموزش هاي الگوریتم تعمیم
خروجی

مقدمه 1.3
چند خروجی تخمین براي را 2 فصل در شده معرفی هایی الگوریتم از برخی که هستیم هدف این پی در قسمت این در
رابطه به توجه بدون بعد(خروجی)، چند یادگیري مختلف هاي جنبه بر تنها ها الگوریتم این بر تاکید دهیم. تعمیم بعدي

هاست. خروجی بین

x1 y1(x)

x1 y1(x)

...
...

xM yP (x)

به وابسته و است دیگر هاي خروجی از مستقل خروجی هر ها؛ خروجی و ها ورودي بین ساختار نمایش :1.3 شکل
است. الگوریتم هاي ورودي تمام

بعد چند به Relevance Vector Machine الگوریتم تعمیم 2.3
مقدمه 1.2.3

این در بود. شده طراحی بعدي یک اسکالر خروجی براي که دادیم توضیح را RVM استاندارد الگوریتم 3.2 بخش در
اند. داشته را بعد چند به الگوریتم این تعمیم در سعی که کنیم مرور را کارهایی داریم قصد قسمت

(MV-RVM) [74 ،76 ،75] توسط شده ارائه تعمیم 2.2.3
متغیر دو از (بیش چندبعدي رگرسیون براي RVM الگوریتم ي اولیه ي ایده است شده سعی [74 ،76 ،75] مقالات در
از هرکدام بلکه گیرد، می نظر در خروجی متغیر چند تنها نه شده ارائه تعمیم حقیقت در شود. داده تعمیم خروجی)

26



27 بعد چند به RELEVANCE VECTOR MACHINE الگوریتم تعمیم .2.3

3.2 بخش در شده معرفی استاندارد RVM الگوریتم در حالیکه در گیرد؛ می نظر در بردار یک را خروجی متغیرهاي
Multivariate Relevance الگوریتم این مربوطه مقالات در بودیم. کرده فرض اسکالر متغیر یک تنها خروجی در
الگوریتم مشابه کنیم. می خطاب نام این به را آن اینجا نیز ما لذا است؛ شده نامیده MV-RVM یا Vector Machine

Φ(X)

{

Ak
}K

k=1

{

Wk
}K

k=1

{

WkΦ
}K

k=1

{

Sk
}K

k=1

{

yk
}K

k=1

داده و ورودي) بعد : Q ) x ∈ RQ ورودي هاي داده کنیم می فرض شد، معرفی 3.2 بخش در که استاندارد RVM

هاي داده الگوریتم، آموزش براي Kباشند. خروجی، هاي متغیر تعداد و خروجی) بعد :M ) y ∈ RM خروجی هاي
مشابه ماست. اختیار در آموزشی ي داده N تعداد است شده فرض واقع در .D =

{
xi,
{
yj
i

}K

j=1

}N

i=1

آموزشی
شود: می انتخاب خروجی تقریب براي زیر مدل دیگر، هاي مدل

yk = W
k
Φ+ ϵk, ϵ ∼ N (0,Sk), 1 ≤ k ≤ K

شامل که ( 1 طراحی پایه(ماتریس توابع Φماتریس و نویز، ماتریس Sk = diag
[
(σk

1 )
2 . . . (σk

M )2
] فوق رابطه در

است: k(xi,xj) ي شده تعریف پیش از 2 پایه تابع روي مقادیري

Φ(x) =
[
1, k(x,x1), k(x,x2), . . . k(x,xN )

]T
.

، RVM الگوریتم مشابه است. پایه توابع هاي وزن ماتریس Wk = [µ1, . . . , µM ] ∈ RM×(N+1) ماتریس
شود: می گرفته نظر در صفر میانگین با گوسی توزیعی پایه، توابع وزن براي ( 3.2 بخش در شده (معرفی

wk
rj ∼ N

(
0, αk

j
−2
)
, 1 ≤ r ≤M, 1 ≤ r ≤ N + 1.

کنیم: می فرض
A = diag

[
α−2
1 ....α−2

N+1

]
.

داریم: لذا

p(Wk|Ak) =

M∏
r=1

N+1∏
j=1

N
(
wk
rj |0, αk

j
−2
)
.

1Design matrix
2Kernel function
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MV-RVM الگوریتم 3 الگوریتم
Input: Training data D.
Output: Regression(Classification) on output dimen-
sions.

1: σr = variance of τr and α =∞
2: repeat
3: Compute {µr,Σr}Mr=1 using equations 3.�1 and 3.�1.
4: Compute {sri, qri}M,M+1

r=1,q=1 using equations 8.36 and 8.�37.
5: Add theoptimal kernel ϕm to the set of optimal kernels, the which most minimizes

the log-likelihood based on equation 8.35, or remove the kernel if αm =∞.
6: Update noise parameters

{
σ2
r

}M+1

r=1
using equation 8.38.

7: until MAX-ITERATION

آموزش توان می ریاضی عملیات کمی از بعد نهایت در .{Wk,Sk,Ak
}K
k=1

از عبارتند مساله مجهولات حال
داد: انجام الگوهاي با را الگوریتم

µr =
1

σ2
r

ΣrΦ̂
T τr (1.3آ)

Σr =

(
1

σ2
r

Φ̂T Φ̂ +A

)−1

(1.3ب)

شده داده قرار 3.8 ضمیمه در الگوریتم روابط و مراحل دقیق اثبات است. آمده 3 الگوریتم در اجرا مراحل دقیق نمایش
است.

[61 ،16] در شده ارائه تعمیم 3.2.3
یک در 3 پایه تابع نوع چندین از که است شده سعی خروجی، چند به خروجی تعمیم بر علاوه [61 ،16] مقالات در
نظر مورد مقالات در شود. می گفته Multikernel واحد، آن در پایه تابع چندین از استفاده به شود. استفاده زمان
را آن نیز ادامه در لذا است. شده نامیده mRVM یا Multi-kernel relevance vector machine نظر مورد روش

کنیم. می خطاب mRVM با

خروجی چند هاي مدل سایر 3.3
خروجی چند براي مدلی است، کرده معرفی ماشین یادگیري ي جامعه به را GP سازي مدل بار اولین که [88] در
نظر در ka,b(xi,xj) = δa,bk(xi,xj) صورت به را کواریانس تابع توان می مدل این طبق بر است. شده ارائه نیز
ها الگوریتم عملکرد ارزیابی براي بعد فصل در است. مستقل بعد چند بین رگرسیون سازي مستقل واقع در که گرفت
در کلاس چند به کلاس دو از بندي کلاس ي مساله تعمیم کرد. خواهیم استفاده مدل این از متغیرها، بین همبستگی با

است. شده انجام [87 ،87 ،22]

3Kernel function
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ابعادي بین همبستگی با بیزوي هاي الگوریتم

مقدمه 1.4
چندین به را شده مطرح هاي الگوریتم 3 فصل در کردیم. معرفی را بیزوي آموزش الگوریتم مهمترین 2 فصل در اینجا تا
آموزش براي بیزوي هاي الگوریتم معرفی به باشد می پژوهش این هدف واقع در که فصل، این در دادیم. تعمیم بعد

پردازیم. می ابعادي بین همبستگی با همراه خروجی چند
شده معرفی بیزوي هاي الگوریتم هاي ایده از ترکیبی صورتی به عموما اند، شده معرفی فصل این در که هایی الگوریتم
1.4 تصویر در پژوهش هاي ایده پیشرفت نمایش است. ابعادي بین همبستگی یادگیري بیزوي غیر هاي االگوریتم و

است. شده داده نمایش
تمام جزء به جزء بررسی براي کافی زمان عدم و زمینه این در شده مطرح هاي ایده کثرت به توجه با است دکر به لازم
مرور به تنها شده، مطرح هاي ایده سایر براي اید. کرده دقیق بررسی اینجا در را اخیر هاي ایده از برخی تنها ها، ایده

ایم. کرده بسنده فصل انتهاي در ها ایده کلیات

هستند. فصل ي شماره ي دهنده نمایش ها شماره رساله. این در پژوهش پیشرفت روند نمایش :1.4 شکل

بعد یک از بیش براي GP الگوریتم تعمیم 2.4
این ي ریشه گفت توان می است. شده مطرح ها خروجی بین همبستگی سازي مدل براي اي ایده [11 ،9 ،10] مقاله در
توان می ایده، این طبق بر است. ابعادي بین همبستگی براي کانولوشن از استفاده براي [46 ،29] ي مقاله در مقالات
همبستگی ساختار سازي مدل نمونه، براي کرد. مدل پنهان هاي فرایند از اي مجموعه توسط را ها خروجی بین همبستگی
است، شده فرض شده، داده نشان مدل در است. شده داده نشان [10] ي ایده طبق ،2.8 شکل در خروجی بعد دو براي

29
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آموزشی هاي داده از اي مجموعه خروجی، هر ازاي به هستند. سیستم هاي خروجی Y مجموعه و ورودي، S مجموعه
سفید نویز {X(s)i}3i=1 فرایندهاي گیریم. می نظر در D2 = {s2,i, y2,i}N2

i=1 و D1 = {s1,i, y1,i}N1

i=1 صورت به

X1 X0 X2

h1 k1 k2 h2

N1 V1 U1 U2 V2 N2

Y1 Y2

پنهان فرایندهاي توسط Gaussian Process دو سازي مدل :2.4 شکل

توابع توان می مثال براي دهند. می تشکیل را خروجی و شده کانواو k2 و k1 ،h2 ،h1 پایه توابع در که هستند گوسی
گرفت: نظر در گوسی زیر صورت به پایه

k1(s) = v1 exp
(
−1

2s
TA1s

)
k2(s) = v2 exp

(
−1

2(s− µ)TA2 (s− µ)
)

hi(s) = wi exp
(
−1

2s
TBis

) (1.4)

گرفته نظر در پایه توابع هاي آرگومان عنوان به الگوریتم، هاي ورودي شود، می دیده پایه توابع تعریف در که همانطور
سازند: می را خروجی ورودي، با کانوالو از بعد ،Xi ورودي هاي فرایند نهایت در اند. شده

Yi(s) = Ui(s) + Vi(s) +Ni(s)

دو از هریک در موجود هاي نوآوري همچنین شود. می مدل X0 فرایند طریق از خروجی دو بین همبستگی حقیقت از
الزاما خروجی توزیع که کرد مشاهده توان می شده، معرفی مدل به توجه با شود. می مدل X2 و X1 طریق از خروجی
هاي داده براي و آورده بدست را است گوسی یک که را خروجی دو مشترك توزیع توان می لذا است. گوسی داراي
خروجی کواریانس ماتریس توان می داد. آموزشی شود، می استفاده GP در که آنچه مشابه دلخواه بعدي دو آموزشی

است. شده آورده نیز ضمیمه در محاسبه جزئیات .[10] آورد بدست زیر صورت به را

ابعادي بین همبستگی ایجاد براي کانولوشنی فرآیند از استفاده 3.4
را خروجی 1 سازي هموار نقش که تابع، تعدادي بین کانولوشن حاصل از تابع خروجی است شده فرض روش این در
توجه با است. شده رسم 3.4 شکل در شده معرفی ساختار کلی مدل است. آمده بدست 2 پنهان تابع تعدادي و دارند،
را خروجی بین همبستگی کردن اضافه نقش و هستند پنهان توابع {uq(x)}Qq=1 توابع مجموعه شده، معرفی ساختار به
بعد نویز بدون خروجی توان می واقع در شود. می اضافه {Gqd(x)}D,Q

d=1,q=1 پایه توابع در ورودي مقادیر تاثیر دارند.
نوشت: زیر صورت به را d-ام

fd(x) =

Q∑
q=1

∫
X
Gi

d,q(x− z)uiq(z)dz. (2.4)

1Regularization
2Latent function
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G11(x) w1(x)

u1(x)
... f1(x) y1(x)

GD1(x)

...
...

...
...

G1Q(x)

uQ(x)
... fD(x) yD(x)

GDQ(x) wd(x)

همبسته هاي خروجی ایجاد در کانولوشنی مدل نمایش :3.4 شکل

کرد: معرفی توان می زیر صورت به را 2.4 شکل در شده داده نشان مدل پارامترهاي

yd(x) = fd(x) + wd(x) (3.4آ)
wd(x) ∼ N (x|0, σ2) (3.4ب)

Gd,q = Sd,qN (x|0,P−1
d ) (3.4ج)

kq(x,x
′
) = N (x− x

′ |0,Λ
−1

q ) (3.4د)
p(y|X, θ) = N (0,Kf ,f + σI) (3.4ه�)

به مربوط 3 دقت ماتریس Pd ماتریس است. q-ام پنهان تابع و d-ام خروجی بین کوریانس ضریب Sdq ضریب
است. q-ام پنهان متغیر دقت ماتریس Λq است. پنهان توابع براي کواریانس تابع k(x,x′

) تابع است. d-ام خروجی
می 3.4 روابط پارامترهاي و 2.4 شکل صورت به الگوریتم سازي مدل با است، شده داده توضیح [1 ،2] در که همانطور
3.4آ، ي رابطه طبق ها، ورودي با ها خروجی ارتباط که است تاکید به لازم آورد. دست به همبسته هایی خروجی توان
شود. می گفته ،4 پنهان متغیرهایی با همراه GP یک فوق مدل به که است علت همین به شود. می مدل GP یک توسط

cov
[
fd(x), f

′
d(x

′
)
]
=

Q∑
q=1

∫
X
Gi

d,q(x− z)

∫
X
Gi

d′ ,q
(x

′ − z
′
)kq(z, z

′
)dz

′
dz (4.4)

cov
[
yd(x), y

′
d(x

′
)
]
= cov

[
fd(x), f

′
d(x

′
)
]
+ cov

[
wd(x), w

′
d(x

′
)
]
δd,d′

قبلی هاي مدل در کرد. ساده را فوق کواریانس حاصل توان می G′
q,d(z) و kq(z, z

′
) جاي به توابعی کردن فرض با

3Precision matrix
4Latent variable
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که: است شده می فرض
kq(z, z

′
) = σ2δ(z− z

′
)

کرد: تر ساده زیر صورت به را 4.4 رابطه توان می اینصورت در

cov
[
fd(x), f

′
d(x

′
)
]
=

Q∑
q=1

∫
X
Gi

d,q(x− z)Gi
d′ ,q

(x
′ − z)dzdz

′

که است شده فرض دلیل همین به باشند. توانند می تابعی هر ui(x) پنهان توابع که است شده فرض [1 ،2] مدل در
را Gd,q(z) هموارسازي توابع که صورتی 3.4د). رابطه دارد( وجود k(x,x

′
) کواریانس تابع با GP یک آنها روي

آمد: خواهد بدست زیر صورت به مدل و شده ساده معادله بگیریم، نظر در ضربه تابعی

Gdq(z) = δ(z)⇒ cov
[
fd(x), f

′
d(x

′
)
]
=

Q∑
q=1

kq(z, z
′
)

داریم: q-ام پنهان متغیر با d-ام خروجی کواریانس مورد در همچنین
cov

[
fd(x), u

i
q(z)

]
=

∫
X
Gi

d,q(x− z
′
)kq(z, z

′
)dz

′

k
fd,f

′
d
(x,x

′
) = ΣQ

q=1SdqSd′q

∫
X
N (x− z|0,P−1

d )

∫
X
N (x

′ − z
′ |0,P−1

d )N (z− z
′ |0,−1)dzdz

′

ضمیمه: فصل از 8.6 رابطه از استفاده با
k
fd,f

′
d
(x,x

′
) = ΣQ

q=1SdqSd
′
qN (x− x

′ |0,P−1
d +P−1

d′
+Λ−1

q ) (5.4)

ها توزیع محاسبه دقت شود، زیاد قبل رابطه در عبارات تعداد که صورتی در که است این آمده [2] در که عملی نکته
با یابد. می کاهش شدت به

(
(2π)p/2

∣∣∣P−1
d +P−1

d′
+Λ−1

q

∣∣∣1/2)−1

نرمالیزاسیون ضریب شدن بزرگ علت به

اندازه یعنی
(
(2π)p/4

∣∣∣2P−1
d′

+Λ−1
q

∣∣∣1/4)−1

و
(
(2π)p/4

∣∣2P−1
d +Λ−1

q

∣∣1/4)−1 با خروجی کردن نرمالیزه
کرد. برطرف را مشکل توان می kf

d
′ ,f

d
′ (x,x

′
) و kfd,fd(x,x

′
) کواریانس هاي ماتریس هاي

داریم: 6 ضمیمه از 8.6 رابطه از استفاده با مشابه صورتی به
cov [fd, uq] = kfd,fd′

= SdqN (x− x
′ |0,P−1

d +Λ−1
q )

هر که y =
[
yT
1 , . . . ,y

T
D

]T صورت به ها خروجی کنیم فرض دهیم. می قرار GP فرض ها خروجی روي اکنون
شود. می تعریف yd = [yd(x1), . . . , yd(xN )]T صورت به بعد تعدادي در صورت به خروجی متغیر

p(y|X, θ) = N (y|0,Kf ,f +Σ). (6.4)

رابطه به که است شده معرفی کانولوشنی فرایند توسط آمده بدست کواریانس که Kf ,f ∈ RDN×DN فوق رابطه در
است. شده سرانجام 5.4 ي

Kf ,f =

Kf1,f1 . . . Kf1,fD... . . . ...
KfD,f1 . . . KfD,fD

 Kfifj =

kfi,fj (x1,x1) . . . kfi,fj (x1,xN )
... . . . ...

kfi,fj (xN ,x1) . . . kfi,fj (xN ,xN )


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به مربوط خروجی با را d-ام خروجی به مربوط xi ي داده به مربوط خروجی بین کواریانس مقدار Kf ,f حقیقت در
دارد: بر در را بعد هر در نویز اثر Σ ∈ RND×ND ماتریس دارد. بر در را ′d-ام خروجی به مربوط xj ي داده

Σ =


σ2
1I 0 . . . 0 0
0 σ2

2I . . . 0 0

0 0
. . . 0 0

0 0 . . . 0 σ2
NI


ND×ND

I =


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0

0 0
. . . 1 0

0 0 . . . 0 1


N×N

بینی پبیش توزیع 1.3.4
آورد: بدست 4.2 رابطه روي از را خروجی توزیع X∗ جدید داده هر ازاي به توان می استاندارد، GP مشابه

p(y∗|y,X∗,X,Θ) = N (y∗|K∗,f (Kf ,f +Σ)−1 y,K∗,f (Kf ,f +Σ)−1Kf ,∗ +Σ∗) (7.4)

می است. O(N3D3) پیچیدگی داراي فوق عبارت در ماتریس عکس انجام شود می مشاهده فوق ي رابطه به توجه با
همچنین کرد. تر ساده مشتق ي پایه بر هایی روش از استفاده با معمولی GP یک مشابه را فوق مدل پارامترهاي توان

GP هاي الگوریتم مشابه توان می
اي نمونه ادامه در کرد. استفاده محاسبه عملیات به بخشیدن سرعت و سازي ساده براي هایی روش از استاندارد،

کنیم. می بررسی را است شده مطرح [2 ،1] در که

خروجی محاسبات سازي ساده 2.3.4
است: هم از مستقل پنهان متغیرهاي ي مشاهده با مختلف ابعاد بین خروجی توزیع که است صورت بدین تقریب فرض

p
(
{fd(x)}Dd=1 | {uq(x)}

Q
d=1 ,Θ

)
=

D∏
d=1

p
(
fd(x)| {uq(x)}Qd=1 ,Θ

)
. (8.4)

فرایند تعداد با مقایسه قابل Q یا پنهان فرایندهاي تعداد که است درست شرابطی براي تنها فرضی چنین عمل در
از عدد یک M کنیم فرض است. مدل پارامترهاي Θ است شده فرض فوق ي رابطه در باشد. D یا خروجی هاي
صورت به و نامیم می Z را شده گیري نمونه نقاط ي مجموعه .M << N که باشد کاربر توسط شده تعیین پیش
.ur = [ur(z1), . . . , ur(zM )] آن در که ، u = [u1, . . . ,uQ] کنیم فرض دهیم. می نشان Z = {z1, . . . , zM}

باشیم: داشته گوسی مشترك توزیع یک پنهان، متغیرهاي و خاص خروجی متغیر یک روي کنیم می فرض
p(fq,u) = N

(
0,

[
Kfq ,fq Kfq ,u

Ku,fq Ku,u

])
داریم: اول ي ضمیمه از 5.6 ي رابطه از استفاده با ترتیب بدین

p(yd|u,Z,X,Θ) = N
(
Kfd,uKu,uu,Kfd,fd −Kfd,uKu,u

−1Ku,fd

)
.

داشت: خواهیم 8.4 ي رابطه استقلال فرض در فوق ي رابطه ترکیب با

p(y|u,Z,X,Θ) =
D∏

d=1

p(yd|u,Z,X,Θ) =
D∏

d=1

N
(
Kfd,uKu,uu,Kfd,fd −Kfd,uKu,u

−1Ku,fq + σ2
dI
)
.

نوشت: ماتریسی بلوك صورت به بسته صورت به را فوق حاصلضرب توان می
p(y|u,Z,X,Θ) = N (Kf ,uKu,uu,Kf ,D+Σ) , D = blockdiag

[
Kf ,f −Kfd,uKu,u

−1Ku,f

]
.
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هاي نمونه روي باشیم، داشته u|z ∼ N (0,Ku,u) صورت به GP یک u(z) مقادیر روي اینکه فرض با اکنون
نماییم: می گیري انتگرال u(z) فرایند از شده مشاهده تصادفی

p(y|Z,X,Θ) =

∫
p(y|Z,X,Θ,u)p(u|z)du = N

(
0,D+Kf ,uK

−1
u,uKfu,f +Σ

)
.

ماریس ي 5 رتبه کنیم، مقایسه 6.4 ي رابطه با را رابطه این اگر است. تقریب با همراه جدید پیشین توزیع فوق ي رابطه
میزان به آن کردن عکس محاسباتی ي مرتبه شود می باعث که است شده کمتر آمده بدست جدید توزیع کواریانس
O(N3D) میزان به محاسباتی پیچیدگی باشد، M = N که صورتی در کند. پیدا کاهش O(N3D + NDM2)

بدست جدید پسین توزیع از استفاده با است. هم از مستقل GP مدل D پیچیدگی با معادل که کرد خواهد پیدا کاهش
آورد: بدست زیر صورت به را بینی پیش توزیع و کرده حل را جدید GP این توان می آمده،

p(y∗|y,X,X∗,Z,Θ) = N
(
Kf∗,uA

−1Ku,f (D+Σ)−1 y,D∗ +K∗,uA
−1Ku,∗ +Σ

)
.

Spike and Slab مدل پایه: تابع عنوان به GP از استفاده 4.4
است. شده معرفی 6 پایه توابع بر مبتنی هاي روش در ها GP هاي ویژگی از ترکیبی استفاده براي اي ایده [80] در اخیرا
D = {X,Y} = {xn,yn}Nn=1 صورت به آموزشی هاي داده کنیم فرضمی اینصورتاستکه به شده معرفی مدل

باشند. ورودي هاي داده بردار xn بطوریکه X = [x1, . . . ,xN ] ∈ RN×D و Y ∈ RN×Q آن در که

ynq ∼ N (ynq|fq(xn), σ
2
q ) (9.4آ)

fq(x) =
M∑

m=1

wqmϕm(x) = wT
q ϕ(x) (9.4ب)

wqm ∼ πN (wqm|0, σ2
w) + (1− π)δ0(wqm) (9.4ج)

ϕm(x) ∼ GP(µm(x), km(xi,xj)) (9.4د)

الگوریتم خروجی متغیرهاي Qتعداد همچنین است. Φها = [Φ1(x) . . .ΦM (x)] یا ها پایه Mتعداد فوق، مدل در
توان می دهیم، نشان N با را آموزشی هاي داده تعداد اگر لذا اند. شده فرض اسکالر خروجی متغیرهاي از کدام هر و
ترکیب خروجی اینکه به توجه با است شده ادعا [80] در که همانطور داد. نشان ynq با را خروجی مقادیر از هرکدام
هاي خروجی بین همبستگی هستند، مشترك مختلف ابعاد خروجی بین که است {ϕm(x)}Mm=1

7 پنهان توابع از خطی
wnq ضرایب کافیست ندارند، اشتراکی هیچگونه ها داده مورد در که ابعادي براي همچنین شود. می 8 القا مختلف ابعاد
عکس بر اینکه، آن و شود می دیده RVM مدل با مدل این اساسی هاي تفاوت از یکی اینجا در باشد. صفر مشترکشان
مدل، این در حالیکه در دارند؛ قرار آموشی هاي داده روي فرض پیش ساختار در پایه، توابع مرکز آن در که RVM مدل
تواند می تفاوت این 9.4د). ي اند(رابطه شده تعریف GP یک توسط و بوده پارامتري غیر {ϕm(x)}Mm=1 پایه توابع

دهد: نشان زیر موارد در را خود
5Rank
6Kernel-based methods
7Latent function
8Induce
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مختلف، ابعاد در متفاوت گیري نمونه علیرغم باشند، داشته همبستگی هم با خروجی بعد دو الگوریتم در اگر .1
مرکز گرفتن قرار علت به ، [79] استاندارد RVM مانند مدلی در ها خروجی همبستگی و ارتباط سازي مدل

است. دشوار بسیار نمونه، هاي داده مکان در پایه تابع

توابع از 9 تنک نمایشی آوردن بدست دنبال به ها الگوریتم از بسیاري در است، شده اشاره نیز قبلا که همانطور .2
هاي داده مرکزیت به پایه توابع کردن فرض ازاي به نمایش این [79] استاندارد RVM الگوریتم در هستیم. پایه
4 شکل مثال براي باشد. داشته وجود تري مناسب چینش است ممکن که صورتی در آید. می دست به آموزشی
هاي نمونه همراه به [0, 1] محدوده در exp{ (x−0.5)2

0.03 صورت{ به تابع یک 4.4آ شکل در گیرید. نظر در را 4.
.4 شکل در اصلی، تابع مشابه پایه توابع با [79] استاندارد RVM توسط شده بازسازي تابع است. شده رسم آن
کرد، بازسازي x = 0.5 در پایه تابع یک از استفاده با تنها را اصلی تابع توان می چه اگر است. داده نمایش 4ب

است. رسیده تابع از جالب چندان نه تقریبی به پایه، تابع سه از استفاده با استاندارد RVM الگوریتم اما

باعث GP صورت به احتمالی مدلی به ، [79] استاندارد RVM مدل در 10 قطعی حالت از پایه توابع تبدیل .3
پایه، توابع مکان و شکل بر علاوه خواهدشد. پایه توابع مناسب ایجاد در الگوریتم پذیري انعطاف میزان افزایش
این که است دلیل این به آید. می بدست آموزشی هاي داده روي از و بوده، پذیر انعطاف M یعنی ها آن تعداد

گرفت. نظر در 11 اي چند-پایه هاي مدل با معادل توان می را مدل

توزیع داده قرار ي نحوه دارد، وجود مشابه قبلی هاي مدل به نسبت شده، معرفی مدل در که دیگري تفاوت
اضافی عبارتی شود، می مشاهده ( ج 9.4 ) رابطه در که همانطور است. wnq پایه توابع ضرایب روي پیشین
(بر کند. می بیشتر را ضرایب شدن صفر احتمال اضافی عبارت این است. شده اضافه πδ0(wnq) صورت به
مقداري پیوسته)، توزیع یک در اي نقطه ها(احتمال وزن بودن صفر احتمال ها، آن در که دیگر هاي مدل عکس

است.) صفر

مدل آموزش 1.4.4
گیرد. می انجام Variational Bayes روش از استفاده با قبلی قسمت در شده معرفی مدل آموزش [80] به توجه با
اینجا در لذا است؛ شده ارائه دوم ي ضمیمه از 3.7 قسمت در Variational Bayes روش به مربوط اولیه توضیحات
پیشین توزیع در ضربه تابع وجود مدل، این آموزش هاي چالش از یکی پردازیم. می الگوریتم مراحل معرفی به تنها
حاصلضرب به بتوان را پسین توزیع است لازم روش این طبق بر که چرا است. 9.4ج رابطه در پایه توابع وزن روي
را زیر هاي توزیع کنیم. می استفاده wqm روي پیشین توزیع از مشکل، این حل براي نوشت. شده شناخته توزیع چند

گیریم: می نظر در

w̃qm ∼ N
(
0, σ2

w

) (10.4آ)
sqm ∼ πsqm(1− π)1−sqm (10.4ب)

9Sparse
10Deterministic
11Multiple kernel learning
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Sample Data

Main Curve

(آ)

یک [الف] شکل در نهایی. مدل بودن تُنُک میزان و تقریب، خروجی در توابع انتخاب ي نحوه تاثیر نمایش :4.4 شکل
توسط شده بازسازي تابع است. شده رسم آن هاي نمونه همراه به [0, 1] محدوده در exp{ (x−0.5)2

0.03 } صورت به تابع
را اصلی تابع توان می چه اگر است. داده نمایش [ب] شکل در اصلی، تابع مشابه پایه توابع با [79] استاندارد RVM

به پایه، تابع سه از استفاده با استاندارد RVM الگوریتم اما کرد، بازسازي x = 0.5 در پایه تابع یک از استفاده با تنها
است. رسیده اصلی شکل از جالب چندان نه تقریبی

فرض با .wqm = w̃qmsqm که داد نشان توان می ژاکوبین، دترمینان از استفاده با توزیع، تابع تبدیل قاعده به توجه با
: داریم که گفت توان می sqm و w̃qm هاي توزیع بین استقلال

⇒ p(w̃qm, sqm) = N (wqm|0, σ2
w)π

sqm (1− π)1−sqm

باشند: می زیر صورت به مساله متغیرهاي روي مشترك توزیع

p(Y,W̃,S,Φ) = N
(
Y|Φ(W̃ ◦ S)T ,Σ

)
.
∏
q,m

[
N (w̃qm|0, σ2

w)π
sqm(1− π)1−sqm .

M∏
m=1

N (ϕm|µm,Km)

]

است: مقابل صورت به پسین توزیع هستند. مساله پارامترهاي مجموعه
{

˜W,S,Φ
}
هاي متغیر

p(Y) =
∑
S

∫
W̃,Φ

p(Y,W̃,S,Φ)

p(W̃,S,Φ)
dW̃dΦ (11.4)

پارامتر ي تجزیه با کنیم. می استفاده پسین توزیع تقریب براي براي آن از که است کمکی توزیعی q(Φ,S,W̃) توزیع
داریم: هم از مستقل هاي فاکتور به

q(Φ,S,W̃) =

Q∏
q=1

M∏
m=1

q(w̃qm, sqm)

M∏
m=1

q(ϕm)

صورت به را کلی متغیره چند مشترك توزیع توان می لذا هست. -متغیره N گوسی توزیع داراي q(ϕm) دانیم می
کرد: تجزیه زیر

p(Y,W̃,S,Φ) =

Q∏
q=1

N (yq|
M∑

m=1

sqmw̃qmϕm, σ2
q )

×
Q∏

q=1

M∏
m=1

[
N (w̃qm|0, sigma2w)π

sqm(1− π)1−sqm
] M∏
m=1

N (ϕm|0,Km),

(12.4)
است: زیر صورت به p(Y) براي پایین کران

F =
∑
S

∫
W̃,Φ

q(W̃,S,Φ) log
p(Y,W̃,S,Φ)

q(W̃,S,Φ)
dW̃dΦ (13.4)
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آیند. بدست بهینه هاي توزیع و پارامترها تا گیرد می انجام دوري بروزرسانی با F پایین کران حداکثرسازي ادامه، در
از لذا اند. شده آورده کامل طور به آن، اضافی توضیحات و [80] در آنها آوردن بدست ي نحوه و بروزرسانی جزئیات
و ،q(ϕm) توام وابستگی علت به دارد، وجود ها رسانی بروز در که اي نکته کنیم. می خودداري آنها ي دوباره آوردن
پارامتر پی در پی رسانی روز به یعنی متداول، رسانی روز به هاي روش از استفاده پایه، توابع در GP فراپارامترهاي θm
روز به از GP هاي پارامتر آموزش براي [80] مقاله در دلیل، همین به بود. خواهد کمی بسیار همگرایی سرعت ها،
می ارجاع [80] مقاله به را ها بروزرسانی این جزئیات است. کرده استفاده θm و q(ϕm) پارامترهاي براي توام رسانی

دهیم.

آزمایشی هاي داده روي ها مدل آزمایش 5.4
[1] مشابه آموزشی هاي داده ایجاد براي کنیم. می آزمایش شده ایجاد مصنوعی ي داده روي را الگوریتم قسمت این در

کنیم: می استخراج زیر پارامترهاي با کانولوشنی مدل یک از تصادفی ي داده 200 بار 4 کنیم؛ می عمل
S11 = S12 = S21 = S22 = 1, P11 = P21 = 50, P31 = 300, P41 = 200 Λ = 1

اعمال آن روي را الگوریتم سه و گیرم می نظر در بعدي 4 مدل یک هاي خروجی عنوان به را شده ایجاد ایجاد هاي داده
کنیم. می

داده نمایش 5.4 شکل در سازي مدل ي نتیجه بعد؛ 4 مستقل سازي مدل براي هم از مستقل GP 4 از استفاده با .1
است. شده

6.4 شکل در سازي مدل ي نتیجه کانولوشنی؛ مدل از استفاده با سازي مدل .2

شده داده نمایش 7.4 شکل در سازي مدل شکل ي نتیجه Spike؛ and Slab مدل از استفاده با سازي مدل .3
همچنین است. شده استفاده پایه توابع عنوان به GP مدل 3 از سازي مدل این در که است ذکر به لازم است.
هیچ که است شده فرض واقع در است. شده استفاده مدل کواریانس تابع عنوان به ( SE ) نمایی مربع تابع از

نیست. دست در اند آمده دست به آن از تصادفی هاي داده که مدلی مورد در اطلاعاتی

بین همبستگی با ها الگوریتم از استفاده با ها داده سازي مدل که است مشخص خروجی هاي شکل به توجه با
سازي، مدل در کانولوشنی مدل در که است این است ذکر به لازم که اي نکته است. گرفته انجام بهتر بسیار ابعادي

داریم. بیشتري عمل آزادي Spike and Slab مدل در که صورتی در هستیم. گوسی کواریانس تابع به محدود

4 مشخص کواریانس تابع با GP یک روي از آزمایش، این در دادیم. ترتیب دیگر آزمایشی بیشتر ارزیابی براي
داده از هایی بازه تصادفی صورت به کنیم. می ایجاد یکسان توزیع با هم از مستقل هاي داده با تصادفی ي نمونه سري
براي مناسب تقریبی بتواند ابعاد بین متقاوت اطلاعات از استفاده با بتواند الگوریتم است لازم کنیم. می حدف را ها
و است شده داده نمایش Spike and Slab مدل براي مساله این 8.4 شکل در آورد. بدست رفته دست از هاي داده
ایجاد تصادفی هاي داده از بسیاري ازاي به که است اي جالب ي نکته است. شده مقایسه مستقل هاي GP خروجی با
محدویت که اینجاست در دهد. نمی بدست ها داده از خوبی تقریب و شده ناپایدار کانولوشنی مدل خروجی شده،

آید. می دست به کانولوشنی مدل عملکرد
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ندارند، وجود آموزشی هاي داده که هایی مکان در آزمایشی؛ هاي داده براي مستقل هاي GP مدل خروجی :5.4 شکل
است. گرفته بسیاري ي فاصله واقعی مقدار از تخمینی مقدار

ابعادي بین همبستگی ایجاد براي شده مطرح هاي ایده سایر کلی مرور 6.4
در کردیم. بررسی و مطالعه را خروجی متغیرهاي بین همبستگی با یادگیري براي کلی ي ایده چند بخش این ابتداي در

کرد. خواهیم بررسی را قدیمی هاي ایده سایر ادامه
در مدل این تر پیچیده تعمیم است. 8.2.2 بخش در شده معرفی IVM مدل اساس بر که است شده ارائه [42[ در مدلی
متصل هم به پایه توابع از اي مجموعه صورت به را پایه تابع عنوان به مستقل GP چند ساختار که است شده ارائه [73[
به شبیه بسیار که است شده معرفی مدلی [8] در است. شده ارائه GP چند اتحاد براي دیگر مدلی [89[ در است. کرده
در خروجی ابعاد روي ورودي، ابعاد بر علاوه کواریانس، ماتریس یک است Gaussian Process براي معرفی ساختار
تقریبا ها خروجی تقریب ها، داده روي نویز بدون حالت داشتن با که است شده داده نشان [8] در شود. می گرفته نظر
خروجی بین همبستگی که چرا باشد. منطقی غیر تواند می شرایطی در عملکرد این شد. خواهد انجام هم از مستقل
نیز ها خروجی بین طبیعی همبستگی اثر در تواند می باشد، ها خروجی بین مشترك نویز ي نتیجه تواند می تنها نه ها،

آید. بدست

بیزوي غیر هاي ساختار با شده معرفی هاي مدل 1.6.4
بین همبستگی ایجاد براي نیز بیزوي غیر ساختارهایی ابعادي، بین همبستگی ایجاد براي بیزوي ساختارهاي بر علاوه

اند. آمده بوجود ابعادي
مثال عنوان به اند. شده نهاده بنا دارد، بیزوي غیر ساختاري که SVM مدل اساس بر ها مدل این از بزرگی ي دسته
شد. خواهد ابعاد بین یادگیري به منجرو که است شده ادعا که داده ارائه SVM براي پایه تابع چندین با ساده مدلی [30]
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تا را رفته دست از هاي داده است توانسته مدل آموزشی؛ هاي داده براي Spike and Slab مدل خروجی :6.4 شکل
کند. بازسازي خوبی بسیار حد
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کند. بازسازي خوبی بسیار حد تا را رفته دست از هاي داده است توانسته مدل کانولوشنی؛ مدل خروجی :7.4 شکل
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(ب)

کواریانس یکGPبا از شده ایجاد تصادفی هاي داده از اي مجموعه روي 4.4 آزمایشمدل نتیجه شکل این در :8.4 شکل
(ب) و k(xi, xj) = 4 exp(−x2i /20). cos (0.5 (xi − xj)) + cos (2 (xi − xj)) . exp

(
−x2j/20

)
(الف)

.k(xi, xj) = 4 cos (0.5× (xi − xj)) + cos (2 (xi − xj))
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نتوانسته و شده ناپایدار ها داده از برخی ازاي به مدل آموزشی؛ هاي داده ازاي به کانولوشنی مدل خروجی :9.4 شکل
دهد. انجام را تخمین است

]53 ،18[ در متغیر چند همبستگی یادگیري براي دیگر هایی مدل همچنین است. نشده ارائه ادعا این براي اثباتی اگرچه
است. شده ارائه SVM مدل اساس بر

در است. شده بررسی جامع صورت به متغیرهمبسته چند یادگیري براي عصبی ي شبکه قابلیت [12] ي رساله در
در است. شده استفاده پرسپترون ي دولایه ي شبکه یک در همبسته اعمال یادگیري براي بیزوي یادگیري از [27 ،28]
ي مقاله در ساختاري چنین است. شده حل و مدل عصبی شبکه ساختار مشابه GP بر مشتمل گرافیکی اي شبکه [20]
نظریه دیدگاه از ابعاد بین یادگیري هاي محدودیت [3] در است. شده نامیده Gaussian Process Network مذکور
کران آوردن بدست در سعی عصبی ي شبکه یک شامل مدلی گرفتن نظر در با مقاله این است. شده بررسی اطلاعات ي
مربوط هاي کران است شده سعی [52 ،5[ ي مقاله در است. کرده مشخص را متغیر چند بین یادگیري در تئوري، هاي
نمی انجام نظر مورد الگوریتم روي فرضی هیچ واقع در آید. دست به تري کلی حالت در توام متغیر چند یادگیري به

شود.
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آینده کارهاي و گیري نتیجه

شد انجام کار این در آنچه 1.5
بیزوي چارچوب ابتدا اول فصل در است. گذشته هاي روش بر مروري شد، بیان رساله این در که هایی ایده تمام تقریبا
مزایا شده، ارائه توضیحات با شد. معرفی آن با یادگیري و استنتاج سازي، مدل ي شیوه و شد معرفی کلی صورت به
متغیر چند توام یادگیري یعنی رساله این اصلی ي مساله ادامه، در شد. ارائه کلی صورت به چارچوب این معایب و
یادگیري هاي الگوریتم مهمترین از یکی دوم فصل در شد. داده توضیح آن اهمیت و تعریف ابعادي بین همبستگی با
بررسی آن پارامترهاي از مختلف هاي انتخاب اثر و شد معرفی کامل صورت به Gaussian Process یعنی بیزوي
GP اساس بر بهینه و سریع یادگیري یک آوردن بدست براي شده داده توسعه هاي الگوریتم مهمترین ادامه در شد.
یادگیري براي دوم فصل در شده معرفی هاي الگوریتم تعمیم کردیم سعی سوم، کوتاه نسبتا فصل در شد. داده توضیح
سازي پیاده براي شده معرفی اخیر هاي مدل از نمونه دو 4 فصل در بحث، ي ادامه در دهیم. شرح را متغیر چند مستقل
مشاهده شد. داده نشان نمونه آزمایش چند روي آنها سازي پیاده نتایج و شده معرفی متغیرها بین همبستگی با یادگیري
آنها موفقیت عدم از مواردي اگرچه باشد. توجه قابل توان می ها الگوریتم عملکرد شده، ایجاد هاي نمونه در که شد
علت به قدیمی هاي مدل سایر سازي پیاده از شدند. بیان محقق دیدگاه از آنها دلایل که شد مشاهده یادگیري انجام در
انتها در شد. خودداري وقت ضیق همچنین ایده، بودن سازي پیاده قابل غیر موارد از برخی در و ها، مدل بودن مشابه

شد. اشاره شده مطرح هاي ایده سایر به تنها

آینده کارهاي و ها ایده 2.5
ماشین یادگیري در پیشرفت به رو هایی زمینه ترین داغ و جدیدترین از یکی بیزوي یادگیري و ابعادي بین یادگیري
کارهاي براي مختلفی هاي ایده محاسباتی، هوش مختلف هاي زمینه در مطرح هاي ایده تنوع و وسعت علت به هستند.
پیوسته عصبی ي شبکه به گسسته بیزوي عصبی شبکه ي ایده تعمیم ها ایده این از یکی کرد. مطرح توان می آینده
بین یادگیري براي کانولوشنی مدل عنوان به شده معرفی الگوریتم توان می دیگر اي ایده عنوان به است. ])35[ در (مثلا
براي ابعادي بین یادگیري تعمیم ي ایده دیگر، ي ایده داد. انجام GP یادگیري براي IVM روش از استفاده با را ابعادي
حل براي است. نشده مطرح آن براي ابعادي بین همبستگی با خروجی چند مدل هیچ تاکنون که است RVM الگوریتم
مهم کارهاي از دیگر یکی برد. بهره اند، شده مطرح SVM ساختار براي که مشابه هاي الگوریتم از توان می مساله این

42
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بتوانند باید ها الگوریتم این واقع در باشد. طبیعی هاي پدیده روي موجود هاي الگوریتم سازي پیاده تواند می آینده
کار و بررسی به نیاز که دارند وجود نیز دیگري بسیار هاي ایده باشند. داشته توجه جالب عملکرد واقعی مسائل براي

داشت. خواهم آنها ي توسعه بر سعی MSPRL آزمایشگاه در اینجانب کار ي ادامه در هستندکه بیشتر
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شده استفاده ریاضی روابط ترین مهم اول: ضمیمه
آنها از برخی اثبات همراه به

مقدمه 1.6
ها ماتریس جبر به مربوط روابط 1.1.6

:1Woodbury ماتریسی تساوي

(B+UCV)−1 = B−1 −B−1U
(
C−1 +VB−1U

)−1
VB−1

2 ها: دترمینان تساوي لم
det
(
A+U.VT

)
=
(
I+VT.A.U

)
. det (A)

ماتریس: یک عکس مشتق
∂

∂θ
K−1 = −K−1∂K

∂θ
K−1

باشد: 3 قطعی مثبت و تقارنی K ماتریس اگر
∂

∂θ
log |K| = tr

(
K−1∂K

∂θ

)
:[66] باشد قطعی مثبت و تقارنی K ماتریس اگر قبل،� قسمت مشابه همچنین
∂ |K|
∂θ

= |K| tr
(
K−1∂K

∂θ

)
:[17] است مقابل صورت به نُرمال) توزیع در (بخصوص متغیره چند هاي توزیع از گیري مشتق در که دیگري ي رابطه

if A ∈ Rm×n, x ∈ Rn×1 :

⇒ ∇xAx = AT .

1Woodbury Matrix Identity
2Matrix determinant lemma
3Positive definite
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و
⇒ ∇xx

TAx = Ax+ATx. (1.6)

آماري مهم روابط 2.1.6
گفت: توان می اینصورت در باشد، دلخواهی توزیع داراي x اگر

E [Ax+ y] = AE [x] + y (2.6آ)
cov [Ax+ y] = Acov [x]AT (2.6ب)

داریم: را زیر حقایق آنگاه باشد، x ∼ N (µ,Σ) بصورت نرمال توزیع داراي x کنیم فرض اگر

Ax+ b ∼ N
(
Aµ+ y,AΣAT

) (3.6آ)
Σ−1/2 (x− µ) ∼ N (0, I) (3.6ب)

(x− µ)TΣ−1 (x− µ) ∼ χ2
n (3.6ج)

باشیم داشته هرگاه
z =

[
x
y

]
∼ N

([
a
b

]
,

[
A C
CT B

])
ترتیب به y و x اي حاشیه هاي توزیع اینصورت در باشد، y و x بین Cross-covariance ماتریس C آنها در که

: با هستند برابر

x ∼ N (a,A) (4.6آ)
y ∼ N (b,B) (4.6ب)

: از عبارتند ها متغیر اي حاشیه توزیع همچنین

x|y ∼ N
(
a+CB−1 (y − b) ,A−CB−1CT

) (5.6آ)
y|x ∼ N

(
b+CTA−1 (x− a) ,B−CTA−1C

) (5.6ب)

باشیم: داشته اگر خاص حالت در
z =

[
x
y

]
∼ N

(
0,

[
A C
CT B

])
گفت: توان می اینصورت در

y|x ∼ N (CTA−1x,B−CTA−1C) (6.6)

نیست. یکه نمودار زیر مساحت داراي حاصل اگرچه خواهدشد؛ گوسی تابع یک گوسی، تابع دو حاصلضرب همچنین
N (µ1,Σ1) .N (µ2,Σ2) ∝ N (µ3,Σ3)
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فوق رابطه در که

Σ3 =
(
Σ−1

1 +Σ−1
2

)−1 (7.6آ)
µ3 = Σ3Σ

−1
1 µ1 +Σ3Σ2−1µ2 (7.6ب)

نیست. یکه نمودار زیر مساحت داراي حاصل اگرچه است؛ گوسی تابع یک گوسی، تابع دو کانولوشن
N (µ1,Σ1) ∗ N (µ2,Σ2) ∝ N (µ1 + µ2,Σ1 +Σ2)

هستند: مفید آنها تقسیم حاصل و ها گوسی حاصلضرب توزیع سازي ساده در زیر روابط
N (x|µ1,Σ1) .N (x|µ2,Σ2) = N (µ1|µ2,Σ1 +Σ2) .N (x|µ,Σ) (8.6)

Σ =
(
Σ−1

1 +Σ−1
2

)−1

µ = Σ
(
Σ−1

1 µ1 +Σ−1
2 µ2

)
آیند: می بدست نیز زیر مفید هاي تساوي ؟؟؟ از استفاده )با

Σ−1
1 +Σ−1

2

)−1
= Σ1 −Σ1 (Σ1 +Σ2)

−1Σ1 = Σ2 −Σ2 (Σ1 +Σ2)
−1Σ2

تقسیم: براي همچنین
N
(
x|µ1, σ

2
1

)
/N

(
x|µ2, σ

2
2

)
=

σ2
2N (x|µ, σ)(

σ2
2 − σ2

1

)
N
(
µ1|µ2, σ2

2 − σ2
1

)
µ = σ2

(
µ1

σ2
1

− µ2

σ2
2

)
σ2 =

1
1
σ2
1
− 1

σ2
2
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مقدمه 1.7
براي بهینه هاي پارامتر آوردن بدست دنبال به ساختار، ایجاد از بعد ، 2 بندي کلاس و 1 رگرسیون هاي الگوریتم همه در
که هستم موجه مدل هاي پارامتر از تابعی با 4 قطعی هاي مدل تمام در هستیم. 3 آموزشی هاي داده اساس بر مدل،
یادگیري، آماري هاي مدل در آمد. خواهند دست به آن کردن حداقل) گاهی (یا حداکثر دنبال به سیستم بهینه هاي پارامتر
که همانطور خواهدشد. تبدیل مدل پارامترهاي شرط به آموزشی، هاي داده احتمالی توزیع یک به تبدیل قطعی تابع این
اي حاشیه نمایی درست توزیع است لازم بیزي،� مدل ي بهینه پارامترهاي آوردن بدست براي شد معرفی اول فصل در
به باید دلیل همین به کرد. حساب صریح صورت به را اي حاشیه نمایی درست توان نمی موارد اغلب در آید. بدست
را نظر مورد مدل آن،� روي از توان می اي، حاشیه نمایی درست تقریب از بعد بود. آن تقریب براي هایی روش دنبال

کرد. بهینه
کرد:� تقسیم دسته به را اي جاشیه نمایی درست تقریب هاي روش توان می کل در

و بالا پردازش به نیاز آن در که ( Monte Carlo هاي روش به معروف برداري( نمونه بر مبتنی هاي روش .1
شد. خواهند همگرا دقیق جواب به نهایت در هایی روش چنین است. بسیار زمان

اند. همراه تقریب با همواره دهند، می جواب سریع اگرچه دارند؛ L تقریب در سعی در که تقریبی هاي روش .2

L = log p(D|Θ) (1.7)

کنیم. بررسی را فوق توزیع روي از را پارامترها آوردن بدست براي متداول هاي روش انواع خواهیم می ادامه در
از هایی روش ادامه در اند، نهایت بی پردازش نیازمند که برداري نمونه از استفاده با تقریب هاي روش برخلاف
هاي روش عوض در دارند؛ کمتري نسبی پردازش به نیزاز که کرد خواهیم معرفی Variational Bayes روش جمله

1Regression
2Classification
3Training data-set
4Deterministic
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از هایی نمونه ایجاد براي تجمعی توزیع تابع از استفاده و مربوطه تجمعی توزیع دلخواه، توزیع یک نمایش :1.7 شکل
نظر مورد توریع

بر VB جمله از هایی روش که صورتی در کرد. خواهند میل دقیق تقریب جواب به حد در برداري نمونه بر مبتنی
شد. خواهند نهایی ي نتیجه در خطا ایجاد موجب آنها، سرعت علیرغم نهایت، در که اند شده بنا هایی تقریب اساس

گیري نمونه بر مبتنی هاي روش 2.7
تقریبی استنباط براي آنها از تا کنیم معرفی را برداري نمونه از هایی روش از اي خلاصه که است این هدف بخش این در
نمونه بر مبتنی هاي روش است. [7] از است شده آورده بخش این در که مطالبی اکثر کنیم. استفاده ها مدل پارامترهاي
را آنها ریاضی صورت مستقیم صورت به آنکه جاي به یعننی هستند؛ هاي توزیع سازي شبیه س ایده اساس بر برداري،
می شروع گیري نمونه هاي ایده ترین ساده از ادامه در کنیم. می کار آن با شده ایجاد تصادفی هاي نمونه با کنیم، آنالیز

برسیم. تر پیچیده هاي ایده به تا کنیم

مشخص توزیع با هایی نمونه ایجاد 1.2.7
کرد. ایجاد محاسباتی هاي افزار نرم در شده سازي پیاده هاي الگوریتم ي وسیله به را یکنواخت توزیع توان می معمولا
ارتباط دانیم می آورد. بدست یکنواخت توزیع روي از را p(x) مانند مشخصی توزیع توان می امکان این از استفاده با

است: زیر صورت به فرضی توزیع دو بین
p(x) = p(z)

∣∣∣∣dzdx
∣∣∣∣ , p(z) = 1⇒ z = h(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
p(x

′
)dx

′ ⇒ x = h−1(z)

p(x) یعنی نظر مورد توزیع آن، معکوس از استفاده با و کرده حساب را p(x) به مربوط تجمعی توزیع کافیست لذا
اگر اند. شده داده نشان مربوطه تجمعی توزیع و دلخواه توزیع یک 1.7 شکل در بسازیم. یکنواخت توزیع روي از را
تصور اینگونه توان می شوند، می ایجاد چگونه p(x) توزیع از تصادفی هاي نمونه کنیم تصور شکل روي از بخواهیم
عمودي، محور روي آمده بدست نقطه هر ازاي به است. شده داده قرار عمودي محور روي یکنواخت توزیعی که کرد
با کنیم. می تصویر افقی محور روي را متناظر مقدار و آورده بدست تجمعی توزیع روي را مقدار آن با متناظر ي نقطه

بود. خواهند p(x) یعنی نظر مورد توزیع داراي افقی، محور روي آمده بدست نقاط مجموعه عمل، این تکرار
دنبال به باید لذا شویم. می مواجه بسیار ابعاد با پیچیده هایی توزیع با آماري، استنباط با مسائل در مواقع، از بسیاري در
ایجاد را نظر مورد توزیع از گیري نمونه آن، از گیري معکوس و تجمعی توزیع آوردن بدست بدون بتوان که بود روشی
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هایی نمونه ایجاد قصد که است توزیعی p(z) شده، داده نمایش شکل در ردي. گیري نمونه عملکرد نمایش :2.7 شکل
توزیع اینکه براي کنیم. می ایجاد را ها توزیع از استفاده با که است کمکی توزیع q(z) توزیع همچنین داریم. را آن از
تصویر ) آید. بدست kq(z) تا ایم کرده ضرب صحیح ضریب یک در را آن بپوشاند، را نظر مورد توزیع تمامی کمکی

( [7] از

را ردي گیري نمونه عملکرد تا کنیم می استفاده 2.7 شکل از است. 5 ردي گیري نمونه هاي روش این از یکی کرد.
توزیع همچنین داریم. را آن از هایی نمونه ایجاد قصد که است توزیعی p(z) شده، داده نمایش شکل در دهیم. شرح
تمامی q(z) کمکی توزیع اینکه براي است. شده ایجاد شده شناخته توزیع یک روي از که است کمکی توزیع q(z)
شود توجه باید آید. بدست kq(z) تا ایم کرده ضرب k صحیح ضریب یک در را آن بپوشاند، را p(z) نظر مورد توزیع
با کار سادگی و آن صورت بودن معلوم به توجه با که باشد نُرمال توزیع جمله از توزیعی هر تواند می کمکی توزیع که
اینصورت به p(z) پیچیده توزیع یک از تصادفی ي داده یک ایجاد مراحل کنیم. ایجاد را آن از هایی نمونه توانیم می آن،
از بعد نامیم. می z0 را شده ایجاد تصادفی ي نقطه کنیم. می ایجاد تصادفی اي داده kq(z) کمکی توزیع از ابتدا است؛
اي نمونه و کنیم می ایجاد kq(z0) و صفر بین یکنواخت توزیعی ،kq(z) کمکی توزیع از z0 تصادفی ي نمونه ایجاد
نمونه اینصورت در باشد، p(z) یعنی هدف توزیع زیر تصادفی نمونه که صورتی در کنیم. می انتخاب را آن از تصادفی
بیشتربودن قبل، قسمت در شده داده توضیح ي شیوه به توجه با کنیم. می رَد را آن اینصورت غیر در کنیم؛ می قبول را
کمترین با گیري نمونه اینکه براي همچنین است. ضروري امري p(z) یعنی هدف توزیع از kq(z) کمکی توزیع مقدار
امکان حد تا طوسی) رنگ به شده (مشخص kq(z) و p(z) بین فاصله است لازم باشد، همراه شده رَد هاي داده مقدار
در و پیچیده بسیار تواند می عمل در p(z) توزیع اینکه به توجه با باشند. حداقل شده رد هاي نمونه تا باشد کوچک

باشد. دشواري بسیار عمل تواند می آن براي مناسب ضریبی و q(z) انتخاب باشد، بسیار ابعاد با فضایی
آن در که ،p(z) = 1

Zp
p̃(z) باشیم داشته اگر یعنی هستیم. برو رو p(z) از نسبتی با بیزوي، استنباط مسائل در معمولا

روشی دنبال به لذا است. معلوم p̃(z) عوض در اما نیست. دسترس در p(z) لذا است؛ نامعلوم و نرمالیزه ضریبی Zp

ردي برداري نمونه روش مراحل به دوباره اگر کند. ایجاد را تصادفی هاي نمونه نرمالیزه ضریب از مستقل که هستیم
کند. ایجاد را تصادفی هاي نمونه تواند می نرمالیزه ضریب از مستقل روش این که کنیم مشاهده توانیم می برگردیم،

نکته این .[4] یابند می افزایش نمایی صورت به ردي، هاي نمونه میزان ،z بعد افزایش با عملی، کاربردهاي در متاسفانه
ایده توان می مشکل این حل براي نباشد. محبوب چندان عملی کاربردهاي در ردي برداري نمونه که شود می باعث
شود. می مطرح “7 پویا ردي برداري ”نمونه نام تحت روشی چنین باشد. 6 مقعر log q(z) آن در که کرد مطرح را هایی
بروزرسانی اي گونه به برداري نمونه هر از بعد است. 8 نمایی اي تکه kq(z) روش این در اند. شده مطرح [24] در

5Rejection sampling
6Log-concave
7Adaptive rejection sampling
8Peacewise exponential
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( [7] از تصویر ) انتگرال. یک تقریب براي گیري نمونه از استفاده نمایش :3.7 شکل

است. شده ارائه نیز [23] در مشابه اي نمونه شود. تر نزدیک p(z) به که شود می

ها انتگرال مقدار تقریب براي گیري نمونه بر مبتنی هاي روش 2.2.7
ي قضیه به توجه با کنیم. حساب Ep [f ]

9 ریاضی امید با معادل که را
∫

f(z)p(z)dz انتگرال بخواهیم کنیم فرض
گر، تخمین این است. شده اشاره ریاضی امید براي تخمینی زیر عبارت احتمالی، میانگین به آماري میانگین همگرایی
شوند. می برداري نمونه p(z) توزیع از zi نمونه هاي داده که شود توجه است. واقعی مقدار از 10 نااریب گري تخمین

Ep [f ] ≈
1

L

L∑
i=1

f(zi), zi ∼ p(z)

کرد. برطرف حل راه در تغییر کمی با را مشکل توان می داد، انجام p(z) روي از را برداري نمونه نتوان یکه صورت در

Ep [f ] =

∫
f(z)p(z)dz =

∫
f(z)

p(z)

q(z)
q(z)dz ≈ 1

L

L∑
i=1

f(zi)
p(zi)

q(zi)
, zi ∼ q(z)

مقدار و کرده برداري نمونه q(z) روي از ناچار به کرد، برداري نمونه p(z) روي از توان نمی چون 2.2.7 شکل مطابق
این دارد. نام Importance Sampling روشی چنین کنیم. می حساب آمده بدست هاي نمونه از استفاده با را انتگرال
استفاده با است. عملی کاربردهاي از بسیاري در انتگرال تقریب و برداري نمونه هاي روش کارامدترین از یکی روش
یک رخداد به مربوط که نسبتی هر یا یک، به نزدیک بسیار یا کوچک کوچک بسیار احتمالات توان می ساده ایده این از
با Bit error rate گیري اندازه کاربردهایی، چنین از یکی کرد. گیري اندازه بالایی بسیار دقت با را است نادر اتفاق

.[31] است کم بسیار خطا رخداد احتمال آنها در که است هایی سیستم سازي شبیه
توسط p̃(z) یعنی را آن از نسبتی اما نداریم را p(z) دقیق مقدار آن در که گیریم نظر در را دیگري حالت که صورتی در

داد: تغییر زیر صورت به را محاسبات توان می باشیم، داشته p(z) = 1
Zp

p̃(z) رابطه از نرمالیزه ضریب

Ep [f ] =

∫
f(z)p(z)dz =

1

Zp

∫
f(z)p̃(z)dz =

1

Zp

∫
f(z)

p̃(z)

q(z)
q(z)dz =

1

Zp

L∑
i=1

f(zi)
p̃(zi)

q(zi)
, zi ∼ q(z)

آورد: بدست زیر رابطه روي از را نرمالیزه ضریب توان می که
1 = Ep [1] =

∫
p(z)dz =

1

Zp

∫
p̃(z)dz =

1

Zp

∫
p̃(z)

q(z)
q(z)dz =

1

Zp

L∑
i=1

p̃(zi)

q(zi)
, zi ∼ q(z)

⇒ Zp =
L∑
i=1

p̃(zi)

q(zi)
, zi ∼ q(z)

9Expectation
10Unbiased
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Metropolis-Hastings برداري نمونه الگوریتم 4 الگوریتم
1: Start with random samples z0, s.t. p(z0) > 0.
2: repeat
3: genrate random sample, z∗ from proposal distribution, z∗ ∼ q(Z, zt), given the

sandom sample of the previous iteration zt.
4: Calculate: α = min

{
1, p̃(z∗)q(z∗,qt−1)

p̃(zt−1)q(zt−1,q∗)

}
.

5: α =

{
≥ 1 : Accept the sample: xt = z∗

< 1 : Accept the sample with probability of α.
6: until TERMINATION-CONDITION

⇒ Ep [f ] =

∑L
i=1 f(z

i) p̃(z
i)

q(zi)∑L
i=1

p̃(zi)
q(zi)

, zi ∼ q(z)

تخمین یک نااریب، گر تخمین دو نسبت همواره کلی حالت در .[4] است 11 اریب گر تخمین یک مذکور، گر تخمین
نیست. نااریب گر

برداشت. میادن از را اي حاشیه نمایی درست توزیع در موجود انتگرال توان می عددي، گیري انتگرال ي ایده از استفاده با
بود. خواهد تر دقیق نهایی جواب شود، بیشتر برداري نمونه میزان هرچه

Markov Chain Monte Carlo روش 3.2.7
هاي زنجیره مفهوم از استفاده با دلخواه توزیع یک از برداري نمونه هاي ایده ي یافته تعمیم MCMC هاي روش
آن احتمال که کند می ایحاد x(i) همچون جدیدي تصادفی ي داده مرحله هر در الگوریتم که ترتیب بدین اند؛ مارکوف

شود. می تعیین P(x, x′
) 12 گذار تابع توسط

x(i−1) P7−→ x(i)

کنیم فرض .[26 ،51] است Metropolis-Hastings روش MCMC هاي الگوریتم ترین مهم و مشهورترین از یکی
p̃(z) از بخواهیم و باشیم نداشته را نرمالیزه ضریب فرضکنیم کنیم. برداري نمونه p(z) = 1

Zp
p̃(z) توزیع از بخواهیم

کنیم: می تعریف ها نمونه گذار احتمال کردن مشخص براي کمکی توزیع یک کنیم. برداري نمونه
q(z1, z2) = Pr(z1 → z2).

Candidate و Proposal Distribution ،Jumping Distribution جمله از دیگري مختلف اسامی به تابع این
شده داده نمایش 4 الگوریتم در گیري نمونه مراحل اجراي ي نحوه شود. می نامیده نیز Generating Distribution

نهایت بی محاسباتی قدرت که صورتی در آماري، هاي توزیع از تصادفی برداري نمونه هایی روش چنین در است.
هاي الگوریتم طراحی در که مسائلی ترین مهم از یکی بود. خواهد بالایی بسیار حد تا محاسباتی دقت باشیم، داشته
مانند هایی نمونه تعداد است لازم است. زنجیره 13 پایاي توزیع به رسیدن زمان دید از آنها عملکرد بررسی ،MCMC

حد تا zk+1, zk+2, . . . هاي نمونه باشیم مطمئن k-ام ي نمونه از بعد اینکه تا شود ریخته بیرون و گرفته z0, . . . , zk
الگوریتم اینکه اثبات شود. می گفته Burn-in period زمانی چنین کرد. خواهند پیروي نظر مورد توزیع از زیادي

11Biased
12Transition function
13Stationary distribution
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است. آمده [26] در شد خواهد همگرا q(z1, z2) پایاي توزیع با مارکوف ي زنجیره یک به Metropolis-Hastings

الگوریتم از خاصی حالت که است Gibbs برداري نمونه الگوریتم ،MCMC خانواده مهم هاي الگوریتم از دیگر یکی
نمونه مخصوص الگوریتم این .(α = 1 شوند( می پذیرفته همواره ها نمونه آن در که است Metropolis-Hastings

برداري نمونه p(x, y) ي متغیره دو توزیع از بخواهیم کنیم فرض مثال عنوان به است. متغیره چند هاي توزیع از گیري
کنیم. استفاده پارامترها از کدام هر متغیره تک شرطی هاي توزیع از دوري، صورت به کافیست }کنیم.

xt ∼ p(x|yt−1)

yt ∼ p(y|xt)

در آن اثبات و مگرایی مورد در بیشتر جزئیات است. درست دیگر n-متغیره توزیع هر براي کلی حالت در ایده این
است. آمده [63 ،70]

Variational Bayes روش 3.7
ترکیبی از ادامه در آمده توضیحات کرد. خواهیم معرفی را Variational Bayes اساسروش بر تقریب اساس ادامه در
متغیرهاي از بردار دو Z ∈ Rm و X ∈ Rn شکل این در گیریم. می نظر در را 4.7 شکل هستند. [7 ،13] مراجع از
14 پنهان متغیرهاي مورد در ها آن روي از داریم قصد و ایم داشته X از مشاهداتی که کنیم می فرض هستند. تصادفی
نامیم؛ می پسین توزیع را آن و دهیم می نمایش pZ|X(z|x)صورت به را استباط این احتمال دنیاي در کنیم. استنباط Z
تخمین توان می توزیع این از استفاده با .X روي از اطلاعاتی داشتن شرط به است، Z توزیع آوردن بدست هدف یعنی
نمایی درست از استفاده با آوریم. بدست را اي حاشیه نمایی درست pX(x) علاقمندیم همچنین داد. انجام خروجی

کرد. بهینه را مدل توان می حاشیه

Z X

تصادفی متغیر دو مراتبی سلسله ارتباط براي گرافیکی مدل :4.7 شکل

نوشت: توان می متغیر دو این مشترك توزیع مورد در
pX,Z(x, z) = pX|Z(x|z)pX(x). (2.7)

میزان سنجش براي KL دیورژان یا Kullback-Leibler divergence نام به ابزاري از است متداول VB روش در
عمکرد و آوریم می بدست را پارامتر این ادامه در شود. استفاده مشخص توزیع یک به پارامتري توزیع یک تقریب درسی

داریم: 2.7 رابطه از دهیم. می نشان را فاصله تقریب براي آن
log pX(x) = log pX,Z(x, z)− log pZ|X(z|x). (3.7)

داریم: و
log pX(x) = log

pX,Z(x, z)

qZ(z)
− log

pZ|X(z|x)
qZ(z)

. (4.7)

داریم: qZ(z) در طرف دو ضرب با
qZ(z) log pX(x) = qZ(z) log

pX,Z(x, z)

qZ(z)
− qZ(z) log

pZ|X(z|x)
qZ(z)

. (5.7)
14Latent variables
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داریم: z به نسبت گیري مشتق ∫با
Rm

qZ(z) log pX(x)dz =

∫
Rm

qZ(z) log
pX,Z(x, z)

qZ(z)
dz−

∫
Rm

qZ(z) log
pZ|X(z|x)
qZ(z)

dz. (6.7)

کنیم: می تعریف
L(qz)

△
=

∫
Rm

qZ(z) log
pX,Z(x, z)

qZ(z)
dz (7.7)

KL(qZ||pX|Z)
△
= −

∫
Rm

qZ(z) log
pZ|X(z|x)
qZ(z)

dz

=

∫
Rm

qZ(z) log
qZ(z)

pZ|X(z|x)
dz

= EqZ

[
log

qZ(z)

pZ|X(z|x)

] (8.7)

داریم: فوق تعاریف اساس بر لذا
log pX(x) = L(qZ) +KL(qZ||pZ|X) (9.7)

اندازه براي آن از داریم قصد که است کمیتی همان پارامتر این نامیم. می KL دیورژانس را KL
(
qZ||pZ|X

تعریف(
داراي کمیت این زنیم. می صدا KL دیورژانس را پارامتر این پس این از کنیم. استفاده مطلوب مقدار تا فاصله گیري

است. شده ارائه [38] مقاله در رابطه دو این اثبات است. زیر هاي ویژگی

KL(qZ||pZ|X) ≥ 0 (10.7آ)
KL(qZ||pZ|X) = 0⇐⇒ qZ = pZ|X (10.7ب)

تر نزدیک صفر به KL دیورژانس مقدار باشند، تر نزدیک هم به توزیع دو هرچه دید توان می دوم ویژگی به توجه با
یعنی: نیست؛ هایش مولفه بین تقارنی خاصیت داراي دیورژانس این که شد یادآور باید تعریف به توجه با اگرچه . است

KL(p||q) ̸= KL(q||p).

مقداري KL دیورژانس از استفاده با که است این VB در کلی ي ایده نیست. ”فاصله“ ي منزله به کاملا روي این از
توزیع از تقریبی qZ(z) براي آمده بدست مقدار کند. حداقل را KL دیورژانس مقدار که آوریم بدست را qZ(z) از
آن در که کنیم می توجه دوباره 9.7 معادله به شود. می خوانده 15 پسین توزیع معمولا آن به که است pZ|X مجهول
لذا نیست. qZ(z) توزیع معادله،� چپ سمت که شویم می متوجه ایم. کرده انتخاب اختیاري را qZ(z) توزیع مقدار

یعنی: است؛ معادله دیگر سمت حداکثرکردن با معادل KL دیورژانس کردن حداقل
q∗Z = argmin

qZ∈Q
KL(qZ(z)||pZ|X) = argmax

qZ∈Q
L(qZ). (11.7)

به لازم اینجا در کرد. انتخاب ها آن میان از را qZ توان می که است هایی حالت تمام مجموعه Q فوق، تعریف در که
که: شود می مشاهده 10.7آ معادله به توجه با که هست نیز تذکر

log pX(x) ≥ L(qZ) =⇒ pX(x) ≥ exp {L(qZ)} . (12.7)
15Posterior
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است: 16 نامساوي طریق از کران این آوردن بدست دیگر راه
ln

∫
q(z)

p(z,x)

q(z)
dz ≥

∫
q(z) ln

p(z,x)

q(z)
dz

⇒ p(x) ≥
∫

q(z) ln
p(z,x)

q(z)
dz = exp (L(q(z)))

است. اي حاشیه نمایی درست یا X توزیع براي پایین کران یک exp {L(qZ)} مقدار دیگر عبارت به
شود. ممکن مساله حل تا بگیریم نظر در ها توزیع روي بر هایی تقریب است لازم محاسبات انجام براي روش طی در
هایی تقریب ترین مهم از برخی ادامه در دارد. مساله نوع به بستگی صورتی چه به و شود استفاده تقریب کدام از اینکه
فرض که است این ها روش ترین مرسوم از یکی کنیم. می معرفی را کرد خواهیم استفاده رساله این ي زمینه در که را

دارد: وجود استقلال Z روي توزیع هاي المان توزیع بین کنیم
qZ(z) =

m∏
i=1

qZi(Zi) (13.7)

این آیا که شود بررسی باید عمل در کنیم. ساده را محاسبات بتوانیم که است آن براي تنها متغیرها استقلال فرض انجام
به بیشتري انعطاف قابلیت که یافت را دیگري هاي راه توان می استقلال فرض از غیر به خیر. یا است عملی تقریب
آن در که است qZ(z;ω)صورت به پارامتري توزیع یک از استفاده دیگر راه یک دهد. pZ|X(z|x)تقریب براي qZ(z)
هستیم. آن کردن حداقل دنبال به که خواهدآمد در ω از تابعی صورت به KL دیورژانس لذا اند. توزیع پارامترهاي ω
زننده تقریب توزیع بتوانیم کنیم می فرض ادامه در آورد. بدست ω به نسبت سازي بهینه با را بهینه پارامترهاي توان می
شرطی هیچ فاکتورها از هرکدام روي اینجا در که کرد توجه باید کرد. جدا هم از مستقل فاکتور تعدادي به را qZ(z)
جداگانه بصورت بتوانیم تا کنیم جدا عبارات سایر از را فاکتورها از هرکدام است لازم ابتدا آنالیز انجام براي ایم. نگذاشته
مانند دلخواه المانی براي تا کنیم می بازنویسی شده معرفی روابط فوق، تقریب به توجه دهیم؛ انجام عملیات آنها روي

16Jensen’s inequality
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باشد: وابسته Zj به تنها که آوریم بدست صورتی Z از Zj

L(qZ) = EqZ

[
log

pX,Z(X,Z)
qZ(Z)

]
= EqZ [log pX,Z(X,Z)− log qZ(Z)]
= EqZ [log pX,Z(X,Z)− log

∏m
k=1 qZk

(Zk)]
= EqZ [log pX,Z(X,Z)]−

∑m
k=1 EqZj

[log qZk
(Zk)]

= EqZj

[
E∏m

i=1
i̸=j

qZi
[log pX,Z(X,Z)]

]
−
∑m

k=1 EqZj
[log qZk

(Zk)]

= EqZj

[
E∏m

i=1
i̸=j

qZi
[log pX,Z(X,Z)]

]
− EqZj

[
log qZj (Zj)

]
−
∑m

k=1
k ̸=j

EqZk
[log qZk

(Zk)]

= EqZj

[
log

(
exp

{
E∏m

i=1
i ̸=j

qZi
[log pX,Z(X,Z)]

})]
− EqZj

[
log qZj (Zj)

]
−
∑m

k=1
k ̸=j

EqZk
[log qZk

(Zk)]

= EqZj

[
log

(
exp

{
E∏m

i=1
i ̸=j

qZi
[log pX,Z(X,Z)]

})
− log qZj (Zj)

]
−
∑m

k=1
k ̸=j

EqZk
[log qZk

(Zk)]

= EqZj

log
exp

E∏m
i=1
i̸=j

qZi
[log pX,Z(X,Z)]


qZj

(Zj)

−∑m
k=1
k ̸=j

EqZk
[log qZk

(Zk)]

= KL

(
qZj (Zj)|| exp

{
E∏m

i=1
i ̸=j

qZi
[log pX,Z(X,Z)]

})
−
∑m

k=1
k ̸=j

EqZk
[log qZk

(Zk)]

(14.7)
{qZi(Zi)}i̸=j یعنی ها، فاکتور دیگر تمامی ایم، کرده جدا فاکتورها سایر از را qZj (Zj) فاکتور که تمام حال

که: دهد می رخ زمانی مقدار حداقل دهیم. می انجام سازي بهینه qZj (Zj) به نسبت تنها و کنیم می ثابت
ln q∗Zj

(Zj) = E∏m
i=1,i̸=j

[log pX,Z(x, z)] + cte , 1 ≤ j ≤ m (15.7)

گفت: توان می q∗Zj
توزیع بودن نرمالیزه خاصیت به توجه با

q∗Zj
(Zj) =

exp
{
E∏m

i=1,i ̸=j
[log pX,Z(x, z)]

}
∫
exp

{
E∏m

i=1,i̸=j
[log pX,Z(x, z)]

}
dZj

, 1 ≤ j ≤ m

عمل در 15.7 ي رابطه با کار معمولا آورد. بدست را qZj (Zj) مقدار توان می {qZi}i̸=j داشتن با که شود می مشاهده
روابط اگرچه اند. نمایی درست حداکثرسازي براي مساله قیود 15.7 رابطه در آمده بدست معادلات است. تر راحت
فاکتورهاي اساس بر فاکتور هر بهینه توزیع مقدار آنها، در چراکه دهند؛ نمی بدست را صریح جواب آمده بدست نهایی
در کنیم. می حل آنها، دوري بروزرسانی و {qZi}i اولیه دهی مقدار با را مساله هاي جواب لذا آید. می بدست دیگر
تضمین ها، فاکتور از هرکدام به نسبت هدف تابع 17 بودن محدب علت به ها، بروزرسانی همگرایی اي، مساله چنین

.[7] است شده
بگیریم. نظر در ؟؟ شکل بصورت تر پیچیده مدلی اکنون

داریم:� پسین توزیع مورد در

p(W|Θ,Y,X) =
p(Y|Θ,X,W)p(W|Θ)

p(Y|Θ,X)
(16.7)

17Convexity
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داریم: اي حاشیه نمایی درست توزیع مورد در
p(Y|Θ,X) =

∫
p(Y|Θ,X,W)p(W|Θ)dW. (17.7)

پارامتر که است آن هدف
Θ∗

توان می 17.7 ي رابطه از دانیم می آوریم: بدست را p(W|Θ∗,Y,X) بهینه پسین توزیع و (Θ براي بهینه (مقدار
آورد: بدست را Θ∗ بهینه مقدار

Θ∗ = argmax
Θ

p(Y|X,Θ) (18.7)

شود: می نتیجه نیز بهینه توزیع نتیجه در
⇒ p(W|Θ∗,Y,X) (19.7)

بدست زیر صورت به اي حاشیه نمایی درست توزیع براي پایین کران شد داده توضیخ قبل قسمت در آنچه طبق
آید: می

p(Y|Θ,X) ≥ expL (q(W),Θ) = exp

∫
q(W) log

p(Y,Θ,W)

q(W)
dW. (20.7)

حاشیه نمایی درست از مشابهی بسیار تقریبی به ،Θ و q(W) پارامترهاي به نسبت expL پایین کران سازي حداکثر با
با معادل expL پایین کران سازي حداکثر شد،� معرفی که همانطور آید. می بدست بهینه مدل و کرده میل واقعی اي

است: زیر KL دیورژانس سازي حداقل
KL(q(W)||p(W|Θ,Y,X)) =

∫
q(W)

p(W|Θ,Y,X)

q(W)
dW.

است: زیر صورت به KL دیورژانس کردن حداقل براي بهینه پاسخ شد گفته که همطانطور

q(Wj) ∝ exp

∫  n∏
i̸=j

q(Wi)

 p(W,Θ,Y|X)dWi ̸=j , 1 ≥ j ≥ n. (21.7)

داریم: کنیم، استفاده 21.7 بروزرسانی از که صورتی KL(q||p)در = 0⇒ q = p اگر شد داده نشان قبلا که همانطور

q(W) =
n∏

i=1

q(Wi) ≈ p(W|Θ,X,Y).
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را 18.7 ي رابطه سازي بهینه آنکه جاي به Θ = Θ∗ آوردن بدست براي آید. می بدست W براي تقریبی توزیعی لذا
کنیم: می استفاده 20.7 ي رابطه در آن پایین کران از دهیم، انجام

Θ∗ = argmax
Θ

expL (q(W),Θ) = argmax
Θ
L (q(W),Θ)

دوري بروزرسانی معادلات نهایت در آید. می بدست t+1-ام ي مرحله ازاي Θt+1به بروزرسانی قانون صورت بدین
آیند: می بدست زیر صورت }به

Thetat+1 = L
(
qt(W),Θt

)
qt+1(Wj) ∝ exp

∫ (∏n
i̸=j q(Wi)

)
p(W,Θt+1,Y|X)dWi̸=j , 1 ≥ j ≥ n.

دور هر در پایین کران مقدار و آید می بدست بهتري تقریب دور هر در فوق رسانی بروز قوانین با شود می داده نشان
.[7] شود می بیشتر الزاما

Automatic Density Filtering (ADF) روش 4.7
در جمله از است؛ شده معرفی آماري هاي توزیع تقریب براي مختلف هاي زمینه در مستقل طور به ADF روش
می است. شده معرفی Weak marginalization و Moment matching مثل دیگري هاي نام با [49 ،37 ،39]
هستند. [55 ،54] از کنیم می بیان اینجا در که مطالبی .[55] است 18 کالمن فیلتر یافته تعمیم نحوي به ADF گفت توان
p(Z|X) آوردن بدست هدف هستند. پنهان متغیر ،Z متغیر و شده مشاهده متغیر ،X متغیر گیرید. نظر در را 4.7 شکل
انتخاب براي ،( p(X) ها داده توزیع ) اي حاشیه نمایی درست توزیع و 19 تخمین انجام براي ،(Z روي پسین توزیع )
توزیع خانواده از توزیع یک کنیم، استفاده تقریب براي آن از خواهیم می که توزیعی کنیم فرض است. بهینه پارامترهاي

:[44] باشد زیر صورت به نمایی هاي
qnewθ (z) =

1

Z(θ)
exp

(
θTΦ(z)

)
, Z(θ) =

∫
exp

(
θTΦ(z)

)
dz

براي است. گوسی توزیع در واریانس و میانگین ها، آماره این نمونه ترین ساده شود. می نامیده z 20 طبیعیِ آماره Φ(z)
داریم: p(z, x) و qθ(z) در اختلاف کردن حداقل براي کردن حداقل

f(θ) = KL(p||q) = ⟨log p

qθ
⟩p = ⟨log(p)⟩p + ⟨log (Z(θ))⟩p − ⟨θTΦ(z)⟩p

∇θf(θ) = 0⇒ ∇θf(θ) = ∇θ logZ(θ)− ⟨Φ(z)⟩ = 0 (22.7)

داریم: همچنین
∇θ logZ(θ) =

∇θZ(θ)

Z(θ)
=
∇θ

∫
exp

(
θTΦ(z)

)
Z(θ)

=

∫
∇θ exp

(
θTΦ(z)

)
Z(θ)

= ⟨Φ(z)⟩qθ(z) (23.7)

داریم: ؟؟ روابط از فوق نتایج ادغام با
∇θf(θ) = 0⇒ ⟨Φ(z)⟩qθ(z) = ⟨Φ(z)⟩p (24.7)

دهد: می بدست را f(θ) از حداقل یک فوق پاسخ که داد نشان توان می f(θ) دوم گرادیان ي محاسبه با
[∇∇θf(θ)]ij =

∂2 logZ(θ)

∂θj∂θi
=

∂

∂θj

∫
Φi(z) exp

(
θTΦ(z)

)
dz

Z(θ)
= ⟨Φi(z),Φj(z)⟩qθ(z)−⟨Φi(z)⟩qθ(z).⟨Φj(z)⟩qθ(z)

(25.7)
18Kalman filter
19Estimation
20Natural statistic
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توزیع یک ااز استفاده با دلخوه توزیع یک از تخمین بهترین آوردن بدست براي کرد گیري نتیجه توان می فوق روابط از
حالت یک عنوان به گیرند. قرار یکسان آنها هاي آماره کافیست دیورژانس،� KL معیار از استفاده با نمایی ي خانواده از

آیند: می بدست زیر صورت به ؟] [؟، روابط نتایج qθ(z) = N (z|µ,Σ) کنیم فرض اگر }خاص
µ∗ = ⟨z⟩p
Σ∗ = ⟨zzT ⟩p − ⟨z⟩p⟨z⟩Tp

در کلی قاعده p(X,Z) =
∏

i ti(z) کنیم: تجزیه فاکتورهایی صورت به را مشترك توزیع بتوانیم کنیم فرض
کم عبارات است بهتر که کرد توجه نکته این به باید کل در اما ندارد؛ وجود ها حاصلضرب به توزیع ي تجزیه مورد
کافی ي اندازه به باید عبارت هر که داشت نظر مد باید نیز را این اینکه ضمن باشد. کمتر لازم محاسبات میزان تا باشد
براي دیگر دلیل زد. تخمین نمایی) ي خانواده هاي توزیع جمله (از شده شناخته توزیع یک با را آن بتوان تا باشد ساده
فرض است. توزیع کامل شناخت براي آنها هاي گشتاور از محدودي تعداد بودن کافی نمایی، هاي توزیع از استفاده
داریم ابتدا در گوسی). است(مثلا اي شده شناخته فرم داراي که باشد پسین توزیع براي نظر مورد تخمین qθ(z) کنیم
توزیعی p̂(z) توزیع کنیم. می بهتر را تقریب و کرده اضافه تقریب به را ti فاکتور مرحله هر در ادامه، در .qθ(z) = 1

کنیم: می استفاده شناسایی در آن از که است کمکی
p̂(z) =

1

Z̃(θ)
ti(z)q

old
θ (z), Z̃(θ) =

∫
ti(z)q

old
θ (z)dz. (26.7)

این با ،KL (p̂(z)||qnewθ (z)) از استفاده با توان می است. قبل ي مرحله تقریب در پسین توزیع ،qoldθ (z) توزیع
توان می KL دیورژانس مشتقات قراردادن صفر با است، نمایی هاي توزیع خانواده از توزیع یک qnewθ (z) که فرض
می qoldθ (z) از را old اندیس سادگی جهت ادامه در آورد. بدست را qnewθ (z) کامل شناسایی براي لازم گشتاورهاي

داریم: 26.7 ي رابطه تعریف به توجه با اندازیم.
∇θqθ(z) = ∇θ

1

Z(θ)

∫
exp () θTΦ(z)dz = ∇θ

[
1

Z(θ)

]
exp

(
θTΦ(z)

)
+

1

Z(θ)
.∇θ exp

(
θTΦ(z)

)
⇒ ∇θqθ(z) = −

∇θZ(θ)

Z(θ)
qθ(z) + Φ(z)qθ(z) = −⟨Φ(z)⟩qθ(z) +Φ(z)qθ(z).

داریم: z به نسبت گیري انتگرال و 1
Z̃(θ)

(θ).ti(z) در فوق ي رابطه ضرب با
∇θ

ti(zqθ(z))

Z̃(θ)
= −⟨Φ(z)⟩qθ(zs).

1

Z̃(θ)
ti(z)qθ(z)) + Φ(z).

1

Z̃(θ)
ti(z)qθ(z)).

⇒ 1

Z̃(θ)
∇θ∇θZ̃(θ) = −⟨Φ(z)⟩qθ(z) + ⟨Φ(z)⟩p̂(z).

⇒ ⟨Φ(z)⟩p(z) = ∇θ log
(
Z̃(θ)

)
+ ⟨Φ(z)⟩qθ(z).

روي از qnewθ (z) ي محاسبه براي است. بوده qoldθ (z) ،qθ(z) از منظور قبل مراحل تمام در شود می یادآوري
qnewθ (z) توزیع مختلفروي هاي آماره کافیست یعنی کرد؛ استفاده روابط؟؟ از دوباره توان KLمی (qnewθ (z), p̂(z))

دهیم: قرار یکسان هم با را p̂(z) و
⟨Φ(z)⟩qnew

θ (z) = ⟨Φ(z)⟩p̂(z).

⇒ ⟨Φ(z)⟩qnew
θ (z) = ∇θ log

(
Z̃(θ)

)
+ ⟨Φ(z)⟩qθ(z).
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.[55] از تصویر .ADF تقریب در نهایی ي نتیجه در فاکتور انتخاب ي نحوه اثر نمایش :5.7 شکل

و ∇θ log
(
Z̃(θ)

)
بتوانیم است لازم کنیم، حل نمایی ي خانواده از توزیع یک ازاي به فوق ي معادله اینکه براي

qθ(z) = q(z;µ,Σ) = کنیم فرض اگر آوریم. دست به بسته صورت به آ» ازاي به صورت به را ⟨Φ(z)⟩qθ(z)
: داریم اول،� ضمیمه از 1.6 قانون از استفاده با Z̃(θ) = Z̃(µ,Σ) =

∫
t(z).q (z;µ,Σ) dz و N (z;µ,Σ)

∇µq (z;µ,Σ) = Σ−1 (z− µ) q (z;µ,Σ)

⇒ z.q (z;µ,Σ) = µ.q (z;µ,Σ) +Σ.∇µq (z;µ,Σ)

داریم: z به نسبت گیري انتگرال و 1
Z̃
ti(z) در طرف دو ضرب با

µ∗ = µ+
1

Z̃
Σ.∇µ

∫
t(z)q(z)dz (27.7آ)

= µ+
1

Z̃
Σ.∇µZ̃ (µ,Σ) (27.7ب)

= µ+Σ.∇µ log
(
Z̃ (µ,Σ)

)
(27.7ج)

= µ+Σ.g,
△
= ∇µ log

(
Z̃ (µ,Σ) (27.7د)

داریم: واریانس ي آماره مورد در
∇Σq(z) =

1

2

(
−Σ−1 +Σ−1(z− µ)

)
q(z)

⇒ zzT q(z) = 2Σ. [∇Σq(z)]Σ+
(
Σ+ zµ+ µzT − µµT

)
q(z)

⇒ ⟨zzT ⟩ = Σ+ 2ΣGΣ⟨z⟩p̂(z)µT + µ⟨z⟩Tp̂(z) − µµT , G = ∇Σ log
(
Z̃(µ,Σ)

)
⇒ Σ∗ = ⟨zzT ⟩p̂(z) − ⟨z⟩p̂(z)⟨z⟩Tp̂(z) = Σ−Σ

(
ggT − 2G

)
Σ.

عوض {ti}i فاکتورهاي مجموعه کردن اضافه ترتیب که صورتی در شود می مشاهده فوق رسانی بروز قوانین به توجه با
است. شده داده نمایش 5.7 شکل در آزمایشی در ي مساله این شد. خواهد عوض نهایی تقریب شود،�
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Expectation Propagation (EP) روش 5.7
تقریب گفت خواهیم ادامه در که همانگونه چون است؛ VB روش ي خانواده در اي گونه به روش این گفت توان می
بار اولین EP روش پردازیم. می آن معرفی به جداگانه آن، کاربرد و اهمیت دلیل به اما دارد. آن مشابه بسیار هایی
و ADF هاي روش ،EP روش [55 ،54] ادعاي طبق بر است. ARD روش مشابه EP روش شد. معرفی [55] در
استفاده 22 دوري صورت به را ADF به مربوط هاي تقریب EP حقیقت در کند. می ادغام را 21 دوري“ باور ”انتشار

شود. همگرا ممکن تقریب بهترین به نهایت در اینکه تا کند می
باعث نکته، این نهایت در کند. می عبور بار یک تنها هدف، توزیع فاکتورهاي روي از که است آن در ADF اشکال
.(5.7 برسد(شکل متفاوتی نتایج به فاکتورها، از متفاوت هاي ترتیب از عبور با است ممکن که شود می اشکال این ایجاد
همین به ایم. رسیده همگرایی شرط به شویم مطمئن اینکه تا کنیم می عبور فاکتورها روي از آنقدر EP در حالیکه در
تخمین ADF مثل اینکه جاي به EP در است. بزرگتر ADF از ثابت ضریب یک ي اندازه به EP پیچیدگی علت
رسانی بروز را p(z|x) تخمین سپس و کنیم می اعمال ti(z) فاکتورهاي از هرکدام به کنیم اعمال qθ(z) به را KL

چون کرد. نخواهد ایجاد نهایی تقریب در تفاوتی {ti}i ي مجموعه از فاکتورها انتخاب ترتیب صورت،� بدین کنیم. می
5 الگوریتم در شود می استفاده استاندارد EP در که الگوریتمی کنیم. عبور ها فاکتور روي از بار چندین است ممکن
حاصل که است این شود، می بده بهره آن از الگوریتم مراحل اجراي ضمن در که مهمی ي نکته است. شده داده نشان

کافیست: اي حاشیه نمایی درست توزیع ي محاسبه براي بود. خواهد نمایی یک نمایی، دو ضرب

Expectation Propagation الگوریتم 5 الگوریتم
1: Initialze

{
t̃i
}

2: qθ(z) =
∏

i t̃i∫ ∏
i t̃i

3: repeat
4: Choose a t̃i and q

\i
θ (z) ∝ qθ(z)

t̃i(z)
.

5: Use ADF to compute θ∗ = argminθ KL
(
q
\i
θ (z)ti||qθ(z)

)
.

6: = t̃i(z)
qθ∗ (z)

q
\i
θ (z)

.

7: until all t̃is converge

p(x) ≈
∫

p(x|z)p(z)dzdz =

∫ ∏
i

t̃i(z)dz.

Laplace Approximation روش 6.7
باشد، تیزتري ي قله داراي فراپارامترهاي براي پسین توزیع هرچه زد. تقریب آن حداکثر حول توان می را ؟؟؟ ي رابطه
پارامترها، حول پسین توزیع اما اند. اینگونه فراپارامترهاي براي پسین هاي توزیع معمولا است. تر دقیق تقریب این

.[48] دارند پیچیده شکلی معمولا
داریم: Bayes قانون طبق بر داریم؛ را m مدل و Θ پارامترهاي بیزوي مدل در کنیم فرض

p(Θ|y,m) =
p(y|Θ,m)p(Θ|m)

p(y|m)
.

21Loopy belief propagation
22Iterative
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کنیم: می تعریف زیر مقابل صورت به را صورت لگاریتم
t(Θ) = ln [p(Θ|m)p(y|Θ,m)] = ln p(Θ|m) +

n∑
i=1

ln p(yi|Θ,m)

Θ∗ = argmaxΘ p(Θ|y,m) باشیم: داشته کنیم فرض می [47 ،33] Laplace تقریب
بنویسیم: Θ = Θ∗ حول را t(Θ) تیلور بسط اگر

t(Θ) = t(Θ∗) + (Θ−Θ∗)T
∂t(Θ)

∂Θ
|Θ=Θ∗ +

1

2!
(Θ−Θ∗)T

∂2t(Θ)

∂Θ2
|Θ=Θ∗(Θ−Θ∗) + . . .

می نظر در را مشتقدوم فقط تقریب، لذا .∂t(Θ)
∂Θ |Θ=Θ∗ ≈ 0 است محلی حداکثر ي نقطه Θ ≈ Θ∗ اینکه علت به

است: Θ به نسبت t(Θ) از دوم هاي مشتق ماتریس یا Hessian ماتریس ،H(Θ) ماتریس گیریم.
H(Θ∗) = −∇∇ ln p(Θ|y,m)|Θ=Θ∗ =

∂2 ln p(Θ|y,m)

∂ΘΘT
|Θ=Θ∗ =

∂2t(Θ)

∂ΘΘT
|Θ=Θ∗ .

⇒ t(Θ) ≈ t(Θ∗) +
1

2
(Θ−Θ∗)T H(Θ∗) (Θ−Θ∗)

داریم: اي حاشیه نمایی درست مورد در آنگاه
p(y|m) =

∫
p(y|Θ,m)p(Θ|m)dΘ

⇒ ln p(y|m) = ln

∫
p(y|Θ,m)p(Θ|m)dΘ

≈ ln

∫
exp (t(Θ)) dΘ = t(Θ∗)+

1

2
ln
∣∣2πH−1

∣∣ = ln p(Θ∗|m)+ln p(y|Θ∗,m)+
1

2
ln |2π|−1

2
ln |H|

آید: می بدست زیر صورت به اي حاشیه نمایی درست به مربوط Laplace تقریب نهایت در
p(y|m)Laplace = p(Θ∗|m).p(y|Θ∗,m). |2π| − 1

2
ln
∣∣H−1

∣∣ 12
نقطه همسایگی در t(Θ) منحنی شکل به مربوط آخر فاکتور است. 23MAP معیار به مربوط اول فاکتور دو تقریب در

است. Θ = Θ∗ ي
همسایگی در گوسی به شبیه شکلی داراي t(Θ) منحنی کند می فرض اینکه اول است؛� اشکالاتی داراي فوق تقریب
است ممکن مواقع ار بسیازي در اما است. برقرار زیاد آموزشی هاي داده در معمولا فرضی چنین است؛ بهینه ي نقطه
گاهی باشد. داشته بر در زیادي بسیار خطاي تواند می مذکور تقریب اینصورت در که باشد حداکثر چندین داراي t(Θ)

Lalace تقریب محاسباتی پیچیدگی تقریب، دقت ي مساله بر علاوه باشد. محاسبه غیرقابل H در است ممکن حتی
و مشتقات، ي محاسبه خاطر به O(nd2) محاسباتی پیچیدگی Hessian ماتریس ي محاسبه در باشد. زیاد تواند می

شود. می تحمیل دترمینان،� ي محاسبه براي O(d3) محاسباتی پیچیدگی

23Maximum a postoriori
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الگوریتم به مربوط اضافی محاسبات سوم: ضمیمه
ها

RVM الگوریتم در آموزش به مربوط اضافی محاسبات 1.8
به شده معرفی مدل که است یادآوري به لازم آوریم. می مدل پارامترهاي بین روابط یادآوري براي دوباره را 1.8 شکل

باشد. می [19 ،7 ،79 ،77 ،6 ،78] اساس بر استاندارد، RVM عنوان

a X

α w Y σ

b t

RVM الگوریتم آماري پارامترهاي بین مدل نمایش :1.8 شکل

داشتیم: RVM ساختار معرفی در آنچه به توجه با
t = y + ϵ

=

M∑
m=1

wiK(x,xm) + w0 + ϵ

= Φ(x)w + ϵ

(1.8)

بردار ایم کرده فرض است. آمده دست به t خطاي با همراه ِ خروجی ، x ورودي مشاهدات بردار داشتن با واقع در
المان داراي که است 2 پایه توابع ماتریس یا 1 طراحی ماتریس همچنین wاست. = [wi ... wM ]T صورت به ها وزن
سادگی، جهت بعد به این از است. N × (M + 1) ابعاد داراي و k(xn,xm) صورت به شده طراحی پیش از هایی

دهیم. می نمایش Φ با را Φ(x)

p(t|x,w, σ2) = (2πσ2)−N/2 exp

{
− 1

2σ2
||t−Φw||2

}
. (2.8)

1Design matrix
2Kernel function matrix

62
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p(w|α) =

M∏
i=0

N (wi|0, α−1
i )

= (2π)−M/2
M∏
j=0

α
1/2
j exp

{
−αj ||wi||2

2

}
.

(3.8)

داریم: Bayes قانون اساس بر
p(w|t,x, α, σ2) =

p(w|x, α, σ2)p(t|w,x, α, σ2)

p(t|x, α, σ2)
. (4.8)

علت به را 5.8 فرمول در موجود هاي شرط از برخی توان می RVM ساختار در آماري متغیرهاي ارتباط به توجه با
کرد: حذف آنها آماري استقلال

p(w|t,x, α, σ2) =
p(w| ̸ x, ̸ α, σ2)p(t|w,x, α, ̸ σ2)

p(t|x, α, σ2)
.

p(w|t,x, α, σ2) =
p(w|σ2)p(t|w,x, α)

p(t|x, α, σ2)
. (5.8)

نوشت: زیر صورت به را فوق رابطه مخرج توان می دیگر طرفی از
p(t|x, α, σ2) =

∫
w∈R+

p(t,w|α, σ2)dw

=

∫
w
p(t|w, α, σ2)p(w|α, σ2)dw

=

∫
w
p(t|w, ̸ α, σ2)p(w|α, ̸ σ2)dw

=

∫
w
p(t|w, σ2)p(w|α)dw

(6.8)

داریم: 6.8 و 3.8 و 2.8 روابط به توجه با
p(t|x, α, σ2) =

∫
w
p(t|w, σ2)p(w|α)dw

=

∫
w
(2πσ2)−N/2 exp

{
− 1

2σ2
||t−Φw||2

}
×

(2π)−M/2
M∏
j=0

α
1/2
j exp

{
−αj ||wj ||2

2

}
dw

= (2πσ2)−N/2(2π)−M/2
M∏
j=0

α
1/2
j

∫
w
exp

{
− 1

2σ2
||t−Φw||2 − αj ||wj ||2

2

}
dw.

(7.8)
همچنین .wTAw =

∑M
i=0 αi||wi||2 نوشت توان می اینصورت در .A = diag(αi) باشیم داشته کنیم فرض

کرد: تر ساده اینصورت به را 7.8 رابطه توان می لذا .|A|1/2 =
M∏
j=0

α
1/2
j داریم:

p(t|x, α, σ2) = (2πσ2)−N/2(2π)−M/2|A|1/2
∫
w
exp

{
− 1

2σ2
||t−Φw||2 −

M∑
i=0

αi||wi||2

2

}
dw

= (2πσ2)−N/2(2π)−M/2|A|1/2
∫
w
exp

{
− 1

2σ2
||t−Φw||2 − 1

2
wTAw

}
dw.

(8.8)
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کنیم: می ساده را 8.8 فرمول نماي داخل عبارت ادامه در
1

2σ2
||t−Φw||2 + 1

2
wTAw =

1

2σ2
(t−Φw)T .(t−Φw) +

1

2
wTAw

=
1

2σ2

{
tT.t− tT.Φ.w −wT.ΦT.t+wT.ΦT.Φ.w

}
+wT A

2
w

=
1

2σ2

{
tT.t− 2tT.Φ.w

}
+wT

{
1

2σ2
ΦT.Φ+

A

2

}
w

(9.8)
خواهدبود؛ برابر خودش با آن ترانهاده و است اسکالر tT.Φ.w ماتریس که است شده استفاده این از قبل رابطه در

.(tT.Φ.w
)T

= wT.ΦT.t یعنی:
داریم: -متغیره n گوسی توزیع یک در کلی حالت در دانیم می اینکه به توجه ∫با

x
(2π)−k/2|Σ|−1/2 exp

{
−1

2
(x− µ)T Σ−1 (x− µ)

}
dx = 1

آوریم: در مشخص واریانس و میانگین با گوسی، یک نماي صورت به را 9.8 رابطه نماي کنیم می سعی
(x− µ)T Σ−1 (x− µ) = xTΣ−1x− µTΣ−1x− xTΣ−1µ+ µTΣ−1µ

Σ−1 = صورت به را نظر مورد گوسی توزیع واریانس توان می 9.8 رابطه نماي با فوق گوسی نماي دادن تناظر با
ماتریس است لازم باشد برقرار حقیقی اعداد براي نظر مورد گوسی توزیع اینکه براي البته کرد. تعریف 1

σ2Φ
T.Φ+A

به کاملا تا که کنیم جابجا طوري را عبارات باید ادامه در باشد. تقارنی و positive-semidefinite آن کواریانس
باشد: برقرار زیر عبارت باید عبارات، تناظر با آیند. در مشخص میانگین با گوسی نماي صورتی

µTΣ−1w =
1

σ2
tT.Φ.w =

(
1

σ2
tT.Φ.w

)T

آورد: بدست توان می فوق تساوي کردن ساده با
µ =

1

σ2
ΣTΦTt =

1

σ2
ΣΦTt

نیستند، w تابع که اضافه، عبارات تعدادي و گوسی یک نماي یک صورت به را 9.8 رابطه نماي توان می اکنون لذا
کرد: تجزیه

1
2σ2

{
tT.t− 2tT.Φ.w

}
+wT

{
1

2σ2Φ
T.Φ+ A

2

}
w = 1

2

{
1
σ2 t

T.t− 2
σ2 t

T.Φ.w +wT
{

1
σ2Φ

T.Φ+ A
2

}
w
}

= 1
2

{
1
σ2 t

T.t− 1
σ2 t

T.Φ.w − 1
σ2 t

T.Φ.w +wTΣ−1w
}

= 1
2

{
1
σ2 t

T.t−wTΣ−1µ− µTΣ−1w +wTΣ−1w
}

= 1
2

{
1
σ2 t

T.t+ (w − µ)T Σ−1 (w − µ)−µTΣ−1µ
}
.

(10.8)
نوشت: توان می 11.8 و 9.8 و 8.8 رابطه به توجه با

p(t|x, α, σ2) = (2πσ2)−N/2(2π)−M/2|A|1/2 exp
{
−1

2

(
1

σ2
tT.t− µT.Σ−1.µ

)}
∫
w exp

{
−1

2 (w − µ)T Σ−1 (w − µ)
}
dw.

(11.8)

برد: بین از را انتگرال توان می گوسی تابع یک نمودار زیر مساحت بودن یکه ویژگی از استفاده با
p(t|x, α, σ2) = (2πσ2)−N/2(2π)−M/2|A|1/2 exp

{
−1

2

(
1

σ2
tT.t− µT.Σ−1.µ

)}
(2π)M/2 |Σ|1/2

= (2πσ2)−N/2|A|1/2 exp
{
−1

2

(
1

σ2
tT.t− µT.Σ−1.µ

)}
|Σ|1/2.

(12.8)



65 RVM الگوریتم در آموزش به مربوط اضافی محاسبات .1.8

Woodbury ماتریسی تساوي از استفاده با را 12.8 رابطه نماي حال
کنیم: می ساده و کرده باز

1

σ2
tT.t− µT.Σ−1.µ =

1

σ2
tT.t−

(
1

σ2
tTΦΣT

)
Σ−1

(
1

σ2
ΣΦTt

)
=

1

σ2
tT.t− 1

σ4
tTΦΣΦTt

= tT
(

1

σ2
I− 1

σ4
ΦΣΦT

)
t

= tT

(
1

σ2
I− 1

σ4
Φ

(
1

σ2
ΦTΦ+A

)−1

ΦT

)
t

= tT
(
σ2I−ΦA−1ΦT

)−1
t.

(13.8)

کرد: تر ساده ( ؟؟ ضمیمه از ؟؟ (رابطه ها دترمینان لِم از استفاده با را 12.8 رابطه در |Σ|1/2 دترمینان توان می همچنین

|Σ| = | 1
σ2

ΦTΦ+A|
−1

= |A|.
(
I+ΦTA−1

σ2
Φ

)
نوشت: زیر تر ساده صورت به را 12.8 رابطه توان می لذا

p(t|x, α, σ2) = (2πσ2)−N/2

(
I+ΦTA−1

σ2
Φ

)−1/2

exp

{
−1

2

(
tT
(
σ2I+ΦA−1ΦT

)−1
t
)}

.

(14.8)
است. I+ ΦA−1ΦT

σ2
واریانس و صفر میانگین با گوسی توزیع یک که

حساب را نظر مورد بیزي رابطه مخرج توزیع ایم توانسته تابحال که کنیم می یادآوري 5.8 رابطه به دوباره نگاهی با
ترتیب، این به داریم. اختیار در هستند، گوسی دو هر که 3.8 و 2.8 روابط طبق را صورت اجزاي توزیع همچنین کنیم.

آوریم: بدست را است گوسی یک گوسی، دو نسبت به توجه با که نیز را خروجی توزیع توانیم می

p(w|t,x, α, σ2) =
p(w|α)p(t|w, σ2)

p(t|α, σ2)

=

(2π)−M/2|A|1/2 exp
{
−αj ||wi||2

2

}
.(2πσ2)−N/2 exp

{
− 1

2σ2
||t−Φw||2

}
(2πσ2)−N/2

(
I+ΦTA−1

σ2
Φ

)−1/2

exp

{
−1

2

(
tT
(
σ2I+ΦA−1ΦT

)−1
t
)}

= (2π)−M/2|A|1/2
(
I+ΦTA−1

σ2 Φ
)1/2

+exp
{
−αj ||wi||2

2 − 1
2σ2 ||t−Φw||2 + 1

2

(
tT
(
σ2I+ΦA−1ΦT

)−1
t
)}
(15.8)

کرد: بهینه سیستم پارامترهاي هرکدام نسبت را اي حاشیه توزیع توان می 14.8 ي رابطه از استفاه با
∂

∂αi
p(t|x, α, σ2) = 0⇒ αi =

1− αiΣii

µii
. (16.8)

کنیم: می تعریف
γi = 1− αiΣii

،
∂

∂β
p(t|x, α, σ2) = 0⇒ β =

N − Σiiγi
∥t−Φµ∥2

. (17.8)
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RVM الگوریتم 6 الگوریتم
Input: Training data D.
Output: Regression on output dimensions.

1: Choose a suitable kernel function Φ, convergence threshold γTh, pruning threshold
αTh and initial values for α and β.

2: repeat
3: Compute µ = βΣΦT t and Σ =

(
A+ βΦTΦ

)−1.
4: Compute α and β using equations 8.16 and 8.17.
5: Prune the αi and corresponding kernel function where αi > αTh.
6: Define error convergence rate: γi = Σii

(
αn+1
i − αn

i

)
.

7: until γ < γTh

X1 X0 X2

h1 k1 k2 h2

N1 V1 U1 U2 V2 N2

Y1 Y2

پنهان فرایندهاي توسط همبسته Gaussian Process دو سازي مدل :2.8 شکل

آورد: بدست جدید ي داده ازاي به الگوریتم خروجی توان می مدل براي بهینه پارامترهاي آوردن بدست با

p(t∗|x∗, α, β) = N
(
µTΦ, σ2 +ΦTΣΦ

)
.

Dependent Gaussian Process مدل به مربوط روابط اثبات 2.8
آورده [11 ،9 ،10] یعنی اصلی هاي مقاله در اثبات از قسمتی آوریم. می یادآوري براي را مدل شکل دوباره اینجا در
در آوریم. می اینجا در دوباره رو اثبات مراحل سازي، پیاده براي لازم جزئیات بودن بسیار علت به اینحال با است. شده
ورودي P براي را مدل اینجا در اکنون شد. داده نمایش خروجی دو براي تنها 2.8 شکل با مطابق مدل، معرفی قسمت

است. شده داده نمایش 3.8 شکل در کلی مدل آوریم. می بدست خروجی N و

Un(s) =
M∑

m=1

hmn(s) ⋆ Xm(s)

=
M∑

m=1

∫
RP

hmn(α)Xm(s− α)dα

(18.8)

به هستند. سیستم هاي Yخروجی مجموعه و ورودي، S مجموعه است، فرضشده شد معرفی مدل از که آنچه به توجه با
DN = {sN,i, yN,i}LN

i=1 الی D1 = {s1,i, y1,i}L1

i=1 صورت به آموزشی هاي داده از اي مجموعه خروجی، هر ازاي
گیریم. می نظر در سیستم آموزشی هاي داده عنوان به را D = {D1, . . . ,DN} مجموعه لذا گیریم. می نظر در

توجه با هستند. گوسی سفید نویز بصورت ایستا مستقل، تصادفی فرایندهاي {Xi(s)}Mi=1 مجموعه شکل، به توجه با
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داریم: مدل شکل به
Yi(s) = Ui(s) + Vi(s) +Ni(s)

خروجی بین همبستگی براي sb و sa دلخواه ورودي دو ازاي به باشد، σ2
i با N(s)iبرابر یعنی -ام i سفید نویز توان اگر

داریم: ها
CY
ij (sa, sb) = CU

ij (sa, sb) + σ2δijδab

هستند: صفر میانگین با تصادفی فرایندهایی Ui(s) دهیم می نشان

EUi(s) = E

{
M∑

m=1

∫
RP

hmi(α)Xm(s− α)dα

}

=

M∑
m=1

∫
RP

hmi(α)E {Xm(s− α)} dα

= 0

(19.8)

و
E {Ui(sa)Uj(sb)} = E

{
M∑

m=1

∫
RP

hmi(α)Xm(sa − α)dα

M∑
n=1

∫
RP

hnj(β)Xn(sb − β)dβ

}

=

M∑
m=1

M∑
n=1

∫
RP

∫
RP

hmi(α)hnj(β)E {Xm(sa − α)Xn(sb − β)} dαdβ

(20.8)
داراي زمان تنها لذا هستند. ایستا و مستقل گوسی سفید نویز فرآیند دو Xn(sb − β) و Xm(sa − α) دانیم می

که: هستند همبستگی

نویز). منابع بودن مسقل به توجه (با باشد m = n اولا .1

.sa − α = sb − β یعنی باشد. یکسان نویز، منبع دو ورودي .2

کرد: تر ساده اینصورت به را 20.8 رابطه توان می لذا
E {Ui(sa)Uj(sb)} =

M∑
m=1

∫
RP

∫
RP

hmi(α)hmj(β)δ (α− (β + sa − sb)) dαdβ

=

M∑
m=1

∫
RP

hmi(β + sa − sb)hmj(β)dβ

(21.8)

گوسی توابعی را پایه توابع اینجا در دارد. بستگی ورودي دو اختلاف به تنها شده محاسبه همبستگی شود می دیده لذا
دهیم: می ادامه را محاسبه و گرفته نظر در

hmn(s) = vmn exp

(
−1

2
(s− µmn)

TAmn (s− µmn)

)
(22.8)

داریم: اینصورت در است. P × P ابعاد در ماتریس یک A و µmn ∈ RP و vmn ∈ R آن در که

hmn(s) = vmn(2π)
P/2|Amn|−1/2N

(
s|µmn,A

−1
mn

)
hmi(β + sa − sb)hmj(β) = vmivmj(2π)

P |Ami|−1/2|Amn|−1/2N
(
β + (sa − sb)|µmi,A

−1
mi

)
N
(
β|µmj,A

−1
mj

)
= vmivmj(2π)

P |Ami|−1/2|Amn|−1/2N
(
β|µmi − (sa − sb),A

−1
mi

)
N
(
β|µmj,A

−1
mj

)
(23.8)
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h11(s) N1(s)

X1(s)
... U1(s) y1(s)

hN1(s)

...
...

...
...

h1M (s)

XM (s)
... UN (s) YN (s)

hNM (s) NN (s)

پنهان فرایندهاي از اي مجموعه توسط همبسته هاي Gaussian Process از اي مجموعه سازي مدل :3.8 شکل

داریم: ؟؟ ضمیمه از ؟؟؟ رابطه به توجه با
hmi(β + sa − sb)hmj(β) = vmivmj(2π)

P |Ami|−1/2|Amn|−1/2N
(
µmj|µmi − (sa − sb),A

−1
mi +A−1

mj

)
N
(
β|µ,A−1

)
و ؟؟ فرمول در انتگرالی رابطه به بازگشت با هستند. Σ2 و Σ1 ،µ2 ،µ1 حسب بر ثابتی مقادیر A و mu آن در که

نوشت: توان می است واحد برابر احتمالی، توزیع هر نمودار زیر مساحت اینکه

E {Ui(sa)Uj(sb)} =
M∑

m=1

∫
RP

hmi(β + sa − sb)hmj(β)dβ

=
M∑

m=1

∫
RP

vmivmj(2π)
P |Ami|−1/2|Amj|−1/2N

(
µmj|µmi − (sa − sb),A

−1
mi +A−1

mj

)
N (β|µ,A) dβ

=
M∑

m=1

vmivmj(2π)
P |Ami|−1/2|Amj|−1/2N

(
µmj|µmi − (sa − sb),A

−1
mi +A−1

mj

)
=

M∑
m=1

vmivmj(2π)
P/2|Ami|−1/2|Amj|−1/2

|Ami +Amj|−1/2
exp

(
−1

2
µT
0 Σ

−1
0 µ0

)
(24.8)

.µ0 = µmj − µmi + (sa − sb) و Σ0 =
(
A−1

mi +A−1
mj

)
فوق رابطه در که

داریم: دلخواه ورودي دو ازاي به dab = sa − sb تعریف با
CY
ii (dab) = CU

ii (dab) + δabσ
2
i

CY
ij (dab) = CU

ij (dab)
(25.8)

از: است عبارت .Dj و Di آموزشی هاي داده ازاي به -ام j خروجی و -ام i خروجی بین کواریانس

CY
ij =

CY
ij (si,1 − sj,1) · · · CY

ij (si,1 − sj,Lj )... . . . ...
CY
ij (si,Li − sj,1) · · · CY

ij (si,Li − sj,Lj )


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ساخت: زیر صورت به مدل هاي خروجی براي را کواریانس ماتریس توان می لذا

C =

C
Y
11 · · · CY

1N... . . . ...
CY

N1 · · · CY
NN


(∑N

i=1 Li

)
×
(∑N

i=1 Li

)
ابعاد ماتریسCداراي و Li×Lj ابعاد Cijداراي دانیم می فوق تعریف به توجه با

است.
باشد: C واریانس و صفر میانگین با GP یک خروجی توزیع کرد فرض توان می

p (y|Θ,S) = GP (0,C)⇒ L = −1

2
log |C| − 1

2
yTC−1y − 1

2

N∑
i=1

Ni log 2π

آوریم. بدست تست هاي داده ازاي به را خروخی توزیع خواهیم می حال باشند. می مدل مجهول پارامترهاي Θ که
ماتریس اینصورت در آوریم. بدست N∗

i طول به s∗i ورودي هاي داده ازاي به در را yi خروجی بخواهیم کنیم فرض
بود: خواهد اینصورت به کواریانس

Cpredictive =

[
C Ci

∗(
Ci

∗
)T

C∗∗

]
نوشت: توان می GP تعاریف مشابه ]لذا

y
y∗
i

]
∼ N

(
0|

[
C Ci

∗(
Ci

∗
)T

C∗∗

])
داریم: فوق تعریف در که

(
Ci

∗
)T

=
[
CY

i∗1,C
Y
i∗2, . . . ,C

Y
i∗N

]
CY

i∗j =

 CY
ij (s

∗
i,1 − sj,1) · · · CY

ij (s
∗
i,1 − sj,Lj )... . . . ...

CY
ij (s

∗
i,L∗

i
− sj,1) · · · CY

ij (s
∗
i,L∗

i
− sj,Lj )


نوشت: توان می ؟؟ ضمیمه از ؟؟ رابطه از استفاده با

y|y∗
i ∼ N (µp,Σp)

µp = Ci
∗C

−1y Σp = (C∗∗)
T C−1

(
Ci

∗
)T(

N∗
i +

∑N
l=1 Ll

)
×
(
N∗

i +
∑N

l=1 Ll

)
× ابعاد Cpredictiveداراي ماتریس دانیم می تعاریففوق به توجه با

است.

[74 ،76 ،75] در بعد چند به RVM تعمیم به مربوط روابط اثبات 3.8
بعد : Q ) x ∈ RQ ورودي هاي داده کنیم می فرض شد، گفته که همانطور شد. معرفی 2.2.3 بخش در روش این
الگوریتم، آموزش براي باشند. K ها، خروجی تعداد و خروجی) بعد : M ) y ∈ RM خروجی هاي داده و ورودي)
ماست. اختیار در آموزشی ي داده N تعداد است فرضشده واقع در .D =

{
xi,
{
yj
i

}K

j=1

}N

i=1

آموزشی هاي داده
شود: می انتخاب خروجی تقریب براي زیر مدل ، ( 3.2 بخش در شده (معرفی RVM اولیه مدل مشابه

yk = W
k
Φ+ ϵk, ϵ ∼ N (0,Sk), 1 ≤ k ≤ K

Φ = [1, ϕ(x,x1), ϕ(x,x2), ..., ϕ(x,xN )]T و Skماتریسنویز، = diag
[
(σk

1 )
2 . . . (σk

M )2
فوق[ رابطه در

فوق، مدل در حقیقت در پایه. توابع هاي وزن ماتریس Wk ∈ RM×(N+1) ،( 3 طراحی پایه(ماتریس توابع ماتریس
3Design matrix
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توزیعی وزن، ضرایب براي RVM استاندارد الگوریتم مشابه ایم. گرفته نظر در خروجی K براي مستقل رابطه K
گرفت: نظر در صفر میانگین با گوسی

wk
rj ∼ N

(
0, αk

j
−2
)
, 1 ≤ r ≤M, 1 ≤ r ≤ N + 1.

داریم: لذا A = diag
[
α−2
1 ....α−2

N+1

]
. کنیم: می فرض

p(Wk|Ak) =
M∏
r=1

N+1∏
j=1

N
(
wk
rj |0, αk

j
−2
)

=

M∏
r=1

N
(
Wk(r, :)|0,Ak

) (26.8)

p(yk|Wk,Sk) =
M∏
r=1

p(ykr |Wk,Sk)

=
M∏
r=1

N (ykr |Wk(r, :)Φ, σ2
rI)

(27.8)

حذف احتمال شروط از متغیرها، از برخی استقلال دلیل به آن در که نوشت زیر صورت به را Bayes قانون توان می
شوند: می

p(Wk|yk,Sk,Ak) =
p(yk|Wk,Sk, ̸ Ak).p(Wk|̸ Sk,Ak)

p(yk|Sk,Ak)
.

آید: می دست به زیر صورت به قانون سازي ساده از بعد
p(Wk|yk,Sk,Ak) =

p(yk|Wk,Sk).p(Wk|Ak)

p(yk|Sk,Ak)
. (28.8)

: نوشت زیر صورت به را فوق قانون مخرج توان می
p(yk|Sk,Ak) =

∫
Wk

p(yk|Sk,Wk)p(Wk|Ak)dWk

آوردن: بدست زیر صورت به را پسین توزیع توان می همچنین

p(Wk|yk,Sk,Ak) ∝
M∏
r=1

N (wr|µk
r ,Σ

k
r ).

: طوریکه به
µr = σ−2

r ΣrΦ
T τr Σr =

(
σ−2ΦTΦ+A

)−1
. (29.8)

روش از استفاده با را ها وزن ماتریس براي بهینه مقدار توان می ( 26.8 ي رابطه ) W روي پیشین توزیع داشتن با
(رابطه Bayes رابطه صورت در توریع بودن گوسی از استفاده با آورد. بدست فراپارامترها روي نمایی درست بیشینه

کرد: ساده را 28.8 عبارت و گرفت انتگرال آن از توان می راحتی به ؟؟)
p(yk|Sk,Ak) =

∫
Wk

p(yk|Sk,Wk)p(Wk|Ak)dWk

=
M∏
r=1

∫
Wk

N (yr|ΦWk(r, :), σ2
rI).N

(
Wk(r, :)|0,Ak

)
dWk

=

M∏
r=1

|Hr|−1/2exp
(
−1

2
yTr H

−1
r yr

)
.

(30.8)

آن در که است آمده در متغیره چند گوسی هاي توزیع از اي مجموعه حاصلضرب صورت به حاصل فوق ي رابطه در
حداکثر نمایی درست انجام با باید .{Wk,Sk,Ak

}K
k=1

از عبارتند مساله مجهولات حال .Hr = σ2I+ΦAΦT
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استاندارد RVM معرفی در که همانطور بیاوریم. بدست آنها براي ا ر بهینه مقادیر مدل، فراپارامترهاي و پارامترها روي
دارد: وجود مدل فراپارامترهاي سازي بهینه براي روش دو کلی طور به شد، داده توضیح

) پارامترها تمام براي اولیه مقداري ابتدا در یعنی دارد؛ پایین به بالا از ساختاري شد معرفی [78] در که اولی �
برسد. دلخواه تقریبی به که کنه می رسانی روز به طوري را مقادیر تدریج به و گیرید می نظر در ( A,W,S

کند. می حذف را ندارند تقشی بندي) کلاس یا (رگرسیون تقریب در که اي پایه توابع همچنین

مدل به را A,W,S پارامترهاي مقادیر و عناصر تدریج به یعنی دارد؛ بالا به پایین از ساختاري که دومی، در �
(پایین دوم مدل که است شده داده نشان ساختار این به مربوط مقالات در شد اشاره که همانطور کند. می اضافه

.[79] رسد می مطلوب عملکرد به پایین به بالا مدل از تر سریع الگوریتم بالا) به

کرد: کار 30.8 رابطه لگاریتم با میتوان سادگی براي
L(α) = −ΣM

r=1

[
log |Hr| − τTr H−1

r τr
] (31.8)

باشد: Φ طراحی ماتریس در پایه تابع -امین j ،ϕj کنیم فرض کنیم. می تر ساده را H ماتریس ابتدا
Hr = σrI+Σj ̸=iα

−1
j ϕjϕ

T
j + α−1

i ϕiϕ
T
i

= Hr(−1) + α−1
i ϕiϕ

T
i

(32.8)

استفاده با است. Hr از -ام i پابه تابع اثر حذف از بعد آمده بدست طراحی Hr(−i)ماتریس ماتریس فوق رابطه در که
نوشت: توان می 1.1.6 ضمیمه در 1.1.6 و 1.1.6 روابطه از

|Hr| =
∣∣Hr(−i)

∣∣ ∣∣∣1 + α−1
i ϕT

i H
−1
r(−i)ϕiHr

∣∣∣ (33.8آ)

H−1
r = H−1

r(−i) −
H−1

r(−i)ϕϕ
TH−1

r(−i)

αi + ϕT
i H

−1
r(−i)ϕ

. (33.8ب)

نوشت: توان می 31.8 رابطه در 33.8ب و 33.8آ روابط دادن قرار با
L(α) = −ΣM

r=1

[
log |Hr| − τTr H−1

r τr
]

= −ΣM
r=1

[
log
∣∣Hr(−i)

∣∣− τTr H−1
r(−i)τr

]
= ΣM

r=1

{
logαi + log

(
αi + ϕT

i H
−1
r(−i)ϕ

)
−

(ϕTH−1
r(−i)τr)

2

αi + ϕT
i H

−1
r(−i)ϕ

}
= L(α−i) + ΣM

r=1

{
logαi − log (αi + sri) +

q2ri
αi + sri

}
= L(α−i) + l(αi)

(34.8)

l(αi) = ΣM
r=1

{
logαi − log (αi + sri) +

q2ri
αi + sri

}
(35.8)

[α1, . . . , αM ] فراپارامترهاي وکتور α−i همچنین .qri = ϕTH−1
r(−i)τr و sri = ϕT

i H
−1
r(−i)ϕ فوق رابطه در

بگیریم: مشتق αi پارامتر به نسبت را L(α) خواهیم می است. شده حذف آن از αi که است
∂L(α)
∂αi

= ΣM
r=1

{
1

αi
− 1

αi + sri
− q2ri

(αi + sri)2

}
= 0
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: که داد نشان توان می
sri =

αiSri

αi − Sri
qri =

αiQri

αi − Sri
(36.8)

فوق: رابطه در که

Sri = ϕT
i H

−1
r ϕi = σ−2

r ϕT
i ϕi − σ−4

r ϕT
i ΦΣrΦ

Tϕi, (37.8آ)
Qri = ϕT

i H
−1
r τt = σ−2

r ϕT
i τr − σ−4

r ϕT
i ΦΣrΦ

T τt. (37.8ب)

تابع هیچ بدون MVRVM الگوریتم آورد. بدست αi بروزرسانی براي عبارتی توان می فوق رابطه از استفاده با
هر در که باشیم نیز این دنبال به باید اینجا در لذا کند. می اضافه را پایه توابع تدریج به و کند می کار به شروع اي پایه
8 رابطه به مراجعه با شود. نمایی درست لگاریتم میزان افزایش موجب بیشتر که کنیم اضافه را اي پایه تابع کدام مرحله

دهد: دست به کمتري مقدار l(αi) براي که است مورد آن گزینه بهترین شود می دیده 34.
αopt
i = argmin

αi

l(αi)

مدل به را پایه توابع از هرکدام زیر، هاي حالت به توجه با توان می است، شده انجام [79] در که استدلالاتی طبق بر
رسانی بروز از بعد آن مقدار αopt

m مقدار و رسانی بروز از قبل مقدار αold
m کنیم فرض انداخت. بیرون را آن یا کرد اضافه

باشد:

کنیم. می انتخاب را آن مرحله این در اکنون است؛ نشده انتخاب ϕm لذا .αopt
m <∞ و αold

m =∞ اگر �

اندازیم. می بیرون را آن اما است بوده مدل در قبلا ϕm لذا .αopt
m =∞ و αold

m <∞ اگر �

داریم. می نگه مدل در همچنان را آن و است شده انتخاب قبلا ϕm لذا .αopt
m <∞ و αold

m <∞ اگر �

مشتق با زیر هاي صورت به را σ2
r , γi یعنی ها، پارامتر سایر بروزرسانی مقادیر توان می که است شده داده نشان

آورد: بدست متغیر آن به نسبت L از گیري
σ2
r =
||τr −Φµr||2

M − ΣM
i γi

, r = 1, . . . , P (38.8)

γi = P − αiΣ
P
r=1 (39.8)

در MVRVM اجراي مراحل کافیست نهایت در است. Σr از قطري عضو -امین i ،(Σr)ii فوق رابطه در که
است. شده خلاصه 7 الگوریتم
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MV-RVM الگوریتم 7 الگوریتم
Input: Training data D.
Output: Regression(Classification) on output dimen-
sions.

1: σr = variance of τr and α =∞
2: repeat
3: Compute {µr,Σr}Mr=1 using equations 3.�1 and 3.�1.
4: Compute {sri, qri}M,M+1

r=1,q=1 using equations 8.36 and 8.�37.
5: Add theoptimal kernel ϕm to the set of optimal kernels, the which most minimizes

the log-likelihood based on equation 8.35, or remove the kernel if αm =∞.
6: Update noise parameters

{
σ2
r

}M+1

r=1
using equation 8.38.

7: until MAX-ITERATION
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